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Abstract

We propose to re-examine the properties of the four dimensional speed vector defined
within the generalized theory of relativity to built a link between our mathematical
investigations and some physical phenomenon actually under experiment, namely: the
Thirring Lense effect and the geometric magnetism (Berry’s phase). We first start with
the evidence that the invariant scalar characterizing a given solution of the law of motion
of a relativistic particle can always be written under the formalism of a conic in the
embedded three dimensional space. We then define the singular point of this conic which
in turn appears to be in fact an infinitesimal zone in the space of speeds. We recall the
natural link between the notion of extended product and any conic. We finally apply these
thoughts to progressing plane waves in vacuum for which we make the remark that a
trivial split of the extended product they are involved with only occurs in average or at the
limit but is never exactly realized because associated with a mathematical incoherence or
with a degenerate metric. If we try to explain this remark in saying that any plane wave
can be assimilate to an elementary particle that we propose to describe via an energetic
flow of invariant volumetric density of energy, we arrive to the formal prediction that any
modification of the metric should induce a modified magnetic field for plane waves
progressing in this space time. We investigate the special case of the Thirring-Lense
effect around the earth and come to the conclusion that our prediction yields a very weak
modification of the magnetic field intensity. We relate our approach to another one
concerning the study of the Berry’s phase.

Within the relativistic approach, any particle follows geodesics. It implies that:

(1

Wy2 =k

where k is a real constant and “v is the four dimensional speed vector of the particle under consideration, always
is a solution of the law of motion for a given particle [01; page 107; exercise (20.1)]. Remark that a vanishing
real constant (k = 0) transforms the four dimensional speed vector of the particle into an isotropic vector [02;
page 3] and this could be the starting point for a widest and more modern approach involving the notion of
spinor. For now, let us suppose that we work on a part of a space (E4, R ) where a metric is defined everywhere
by a (4-4) matrix:

(2)

DGl =To( N, Q) =[..., €. €, ...]

where Q = (... , e,, ...) is any element of (Es, R)* with the property to be a basis for (E;, R). In these
conditions, the relation (1) can also be written:
3)

<v]. D[G]. [v> = ggp. v-. VP =0

To go further in this work one should read etgb09.pdf, etgb10.pdf, etgbll.pdf and Annexe B. pdf for the
verifications because we shall make use of the results obtained in these documents without making any new
demonstration. This being done, we shall remark that (3) can always be decomposed in:

4)

. o o o i - o,
gii. (V)2 + Zi<j £ij- ViV zi<j 8ji- VoV 2igoi V.V X g VLV goo. (V)2=k

which obviously, because R is equipped with a commutative product, can also be written:
(%)
Zii. (V])2 + 2. Zi<j gij- VoV +2.3 £oi- VO. v+ £00- (VO)2 -k=0

and this relation owns the characteristic formalism of a vanishing 3D conic:
(6)

C( . Vi, ) = C(V) = ¢jj- (Vi)2+ Zi<j ¢ij- Vi. Vj +Zi6i- Vi +¢=0

if we define the correct correspondences:
(7
<i = 8ii
¢ij = 2. gij
¢ = 2. £0i- V0
¢ = &oo- (VO)2 -k
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Retour sur les géodésiques de la relativité générale. 


1. Contexte : 


A la suite d’une assez longue investigation (faite en langue anglaise dans etgbYMP.pdf), nous avons pu démontré que la réduction que nous proposons pour le tenseur de Faraday-Maxwell permet d’envisager la formulation suivante : 


(1)


 F 


 = 
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où les d( et les D( (pour ( = 1, 2, 3 et 4) représentent les coordonnées des opérateurs différentiels de Dirac ordinaire, d, et total, D, telles qu’elles apparaissent dans les représentations matricielles respectives de ces opérateurs ; il est possible d’en avoir une illustration dans le travail de E. Cartan : [01]. 


1.1. Interprétation : 


Nous avons eu l’occasion de dire que cette présentation avait pour nous l’avantage d’être un prototype de la Loi de Lorentz-Einstein : c’est ce que nous voulons à la fois finir de prouver et explorer par un exemple concret. 


1.1.1. Le cadre de validité du calcul. 


Nous avons clairement démontré que la matrice apparaissant dans (1) résulte du calcul de ((. ( - + ( - . (). L’utilisation de la matrice de Minkowski (le symbole () est un argument pour justifier que nous travaillons pour le moment dans un espace-temps plat (sans courbure). Une question essentielle consiste effectivement à préciser le cadre mathématique dans lequel toutes ces discussions et interprétations prennent place. 


Nous avons vu que le terme ((. ( - + ( - . (), stricto sensu, n’est pas le terme dit de « variation de transport » ((. ( - - ( - . () apparu dans la théorie de Cartan [01 ; page 147]. Nous avons également vu que ce dernier ne peut pas être identifié avec une partie du tenseur de Faraday Maxwell, sauf à supposer celui-ci nul. En d’autres termes, le tableau carré (4-4) ((. ( - - ( - . () ne contribue en rien au tenseur de Faraday Maxwell dans notre approche. 


Par conséquent, seule la somme de deux termes pris simultanément introduit dans notre approche une expression contribuant au tenseur de Faraday Maxwell et contenant des composantes d’un transport parallèle. Ces deux termes sont (( - . () et son transposé : (( - . ()t. Si nous souhaitons continuer à travailler dans le cadre de la théorie de Cartan, il faut reconnaître dans le premier terme l’action d’une rotation, i.e. ( -, sur un spinor, i.e. (. La validité de notre interprétation tient  donc à notre droit d’interpréter ou non la représentation matricielle du tenseur métrique comme un spinor. 


Compte tenu du fait qu’il existe un isomorphisme entre l’algèbre associative des matrices carrées (4-4) à composantes réelles, i.e. M(4 x 4, R) et l’algèbre de Clifford, ce qui revient à dire que cette dernière possède une seule et unique représentation réelle et quadri-dimensionnelle : celle des spinors de Majorana. [04 ; Annexe A : définitions et conventions de base pour les théories de super-symétrie ; page 74], notre interprétation est, du point de vue purement mathématique, concevable. 


Notre tentative prend donc un sens si nous reconnaissons dans cette représentation matricielle du tenseur métrique un spinor de Majorana et si nous interprétons la matrice contenant les composantes d’un transport parallèle comme le résultat de la somme de l’action de la matrice rotation ( - sur ce spinor et de la transposée de cette action. Rappelons que cette matrice rotation ( - est la partie anti-symétrique de la matrice ( dans laquelle le tenseur de Faraday Maxwell peut localement être réduit. 


En fait, la présence de termes imaginaires dans les composantes des représentations matricielles des opérateurs différentiels de Dirac comme dans la matrice ((. ( - + ( - . () invite à travailler plus généralement avec des spineurs de Dirac et non pas seulement de Majorana, quitte à imposer une contrainte de réalité aux spineurs représentant des tenseurs métriques. 


1.1.2. Interprétation proprement dite : 


Il est délicat d’interpréter la relation (1). Il y a deux manières de la comprendre :


1°) Tout champ EM contient des termes d’un transport parallèle, donc engendre un effet gravitationnel ;


2°) Tout phénomène gravitationnel peut engendrer ou contribuer à un champ EM selon le formalisme matérialisé par la matrice apparaissant dans (1). 


La première interprétation s’inscrit fort bien dans le cadre relativiste. Pour ce dernier, toute source d’énergie, donc en particulier une source d’énergie électromagnétique, contribue à la formation du champ de gravitation omniprésent dans l’univers. 


Par ailleurs de la réduction du tenseur de Faraday-Maxwell que nous proposons avec la relation (1), si elle est réaliste, nous devrions pouvoir déduire tôt ou tard une relation explicitant comment deux champs EM interagissent et une relation explicitant comment un champ EM interagit avec un champ de gravitation. Le fait que nous puissions effectivement déduire ces relations de notre approche fondamentale est encore en suspend. Il n’en demeure pas moins que nous savons expérimentalement que deux courants électriques interagissent et que la lumière est déviée par la présence de masses (déviation de la lumière d’une étoile lointaine par le soleil). Le fait d’écrire une relation telle que la relation (1) n’est donc pas insensée. 


Nous allons dans la suite revenir sur la notion de géodésique relativiste avec l’éclairage de la question (E) et étudier les lois régissant les déplacements du point singulier d’une telle géodésique quand il existe. (Voir § 2.) 


La seconde interprétation, est, disons-le, beaucoup plus gênante. Toutefois, dans le cadre d’une étude théorique menée sur les fondements de la relativité générale en considérant non plus seulement les variations linéaires de la tétrade de base mais des variations bi-linéaires de celle-ci (voir ThP04F.pdf pour le début de l’investigation puis etgb17.pdf en anglais pour la suite), il a été possible de montrer l’existence de champs isomorphes aux champs EM engendrés par ces variations géométriques non linéaires :   


(2)


Ek = a(. ((e(/(( 0). ((e(/(( k)


(3)


Hk = - ½. ei j k. b(. ((e(/(( i). ((e(/(( j) ; ( ( = 0, 1, 2, 3 et ( i, j et k = 1, 2, 3.

2. Géodésiques relativistes 


La relativité générale a introduit et établit l’importance d’un invariant dont l’équation est donnée par : 


(4)


(4)v² = 0 


Dans la lunette du mathématicien, cette relation (4) fait du quadri-vecteur vitesse un vecteur isotropique au sens de Cartan [01 ; page 3]. Cette relation présuppose qu’un produit scalaire est défini sur (E4, R). C’est en général le cas partout où une métrique peut être sur-imposée à la représentation affine de cet espace vectoriel et la table de nombres réels caractérisant ce produit scalaire ici et maintenant se confond en fait avec la représentation matricielle du tenseur métrique [G]. De sorte que nous pouvons écrire dans notre langage symbolique : 


(5) 


 (4)[G] = T2(.)((, () 


où ( est n’importe quel élément de (E4, R)4 ayant les propriétés d’une base de (E4, R). 


Lorsque la relation (5) est valide, la relation (4) s’écrit encore : 


(6)


< v|. (4)[G]. |v> = g((. v(. v( = 0 


Ce qui nous intéresse ici au plus au point c’est d’étudier le comportement de la partie spatiale de cet invariant relativiste dans l’optique de notre document Noemie04.pdf. En effet, la relation (6) peut toujours s’écrire comme l’équation d’une conique de l’espace tridimensionnel contenu dans la représentation affine de (E4, R) : 


(7)


 gii. (vi)² + ( i < j gij. vi. vj + ( i < j gji. vj. vi + ( i g0i. v0. vi + ( i gi0. vi. v0 + g00. (v0)² = 0 


2.1. Un invariant mis sous la forme d’une conique de l’espace : 


Dans un premier temps, nous avons décidé de ne pas regrouper les termes du développement de (7) pour laisser la porte ouverte à une investigation se déroulant éventuellement dans un cadre plus vaste que (E4, R). Par exemple, nous pourrions supposer que les relations (4) à (7) sont écrites sur un espace vectoriel (E4, K) où le corps de référence K n’est pas nécessairement commutatif. 


Remarque : Si sur un corps K de référence anti-commutatif la métrique est symétrique, la relation (7) se réduit à : 


(7.1)


 g((. (v()² = 0 ; somme sur ( = 0, 1, 2, 3.


Remarque : Si sur un corps K de référence commutatif (de caractéristique différente de deux) la métrique est symétrique, la relation (7) se réduit à (indices latins = 1, 2, 3) : 


(7.2)


 gii. (vi)² + 2. ( i < j gij. vi. vj + 2. ( i g0i. v0. vi + g00. (v0)² = 0 


Les relations (7), (7.1) et (7.2) ont le formalisme habituel d’une conique de l’espace, à savoir : 


(8)


 ii. (vi)² + ( i < j ij. vi. vj + ( i i. vi +  = 0 


Comme le corps des nombres réels est le corps habituel des discussions de la relativité générale et que dans le cadre de cette théorie, la métrique est symétrique (absence de torsion), nous étudierons (7.2) et nous poserons les correspondances ad hoc : 


(9)


 ii = gii 


 ij = 2. gij 


 i = 2. g0i. v0 


  = g00. (v0)² 


2.2. Définition, recherche et signification du « point singulier » : 


Muni de ces correspondances, nous pouvons commencer le calcul des dérivées partielles de la fonction définie par : 


(10)


C(… , vi, …) = ii. (vi)² + ( i < j ij. vi. vj + ( i i. vi +  


Nous trouvons très rapidement : 


(11)


 (C(… , vi, …)/(vk = 2. kk. vk + ( i ( k ik. vi + k 


qu’il est possible de retranscrire physiquement en tenant compte des correspondances (9) sous la forme : 


(12)


 (C(… , vi, …)/(vk = 2. (( i  gik. vi + g0k. v0) 


Nous disposons ainsi d’un système de trois équations linéaires écrites en fonction des coordonnées du vecteur vitesse du phénomène physique étudié. Pour les cas où la conique C(… , vi, …) est propre, nous savons qu’elle possède un « point singulier » dont il est possible de trouver les coordonnées en résolvant le système : 


(13)


 ( i  gik. vi + g0k. v0 = 0 


Il en ressort sans difficulté que ce système a une solution et qu’elle est unique si et seulement si la partie spatiale du tenseur métrique, i. e : (3)[G], est une matrice inversible de M(3 x 3, R), i. e. est un élément de GL(3 x 3, R). En clair (de manière algébrique) : 


(14)


 |(3)G| ( 0 


Il est également évident que la solution dépend du vecteur (3)g de coordonnées (… , g0k, …) et de v0. 


Pour comprendre à quoi sert cette approche, il faut se souvenir que l’invariant relativiste pourrait tout aussi bien s’écrire (dx/ds)² = 0. Par conséquent, nous ne changerions rien ni aux calculs ni à l’esprit de ce qui précède si nous remplacions le quadri-vecteur vitesse par un vecteur déplacement infinitésimal (4)(dx). Le point singulier de la conique obtenue décrit, de par sa définition même : 


(15)


(C(… , vi, …)/(vk = 0


un endroit de l’espace tridimensionnel des vitesses où les pentes relatives de la conique s’annulent dans toutes les directions. Nous venons donc de démontrer que l’intervalle (3)(dx) caractérisant un point singulier de cette conique dépend de l’intervalle de temps dx0 et du vecteur ordinaire (3)g. La connaissance précise de ce point singulier mathématique, qui se trouve en réalité être une certaine zone, un certain volume délimité par les dx(, passe par la résolution du système : 


(16)


(3)[G]. (3)dx = -dx0. (3)g 


Remarque : Pour situer notre approche relativement à la démarche A.D.M., il peut être utile de rappeler que : 


(17)


 (4)[G] = 
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Par conséquent, pour le point singulier de la conique C(… , vi, …) donnée par la relation (7.2), le tenseur métrique dans (E4, R) obéit à la relation particulière : 


(17.0)


 -dx0. (4)[G] = 
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Remarque : Pour situer notre approche relativement aux axiomes de la physique quantique, il peur être utile de rappeler que les relations d’incertitude sur les mesures s’écrivent : 


(18)


 |(3)dxk. (3)dpk| ( h/4( 


où (3)p désigne le vecteur ordinaire « quantité de mouvement ». 


2.3. Evolutions du « point singulier » 


2.3.1. Evolution dans un flux de Ricci et une métrique de Einstein : 


Nous partons de : 


(19)


 (3)[G]. (3)v = -v0. (3)g 


et nous étudions l’évolution de cette relation au cours du temps. 


1°) Différentielle partielle du premier ordre par rapport au temps : 


Une première différentiation partielle par rapport au temps fournit ainsi : 


(20)


 (0(3)[G]. (3)v + (3)[G]. (0 (3)v = -(0v0. (3)g + v0. (0 (3)g 


Si dans une sous région de l’espace tridimensionnel un flux de Ricci selon Hamilton [05 ; page 173 ; (1.1.5)] est défini et que la métrique y est du type Einstein [05 ; page 174 ; exemple (1)] alors, par définition : 


(21)


 ( ( ( R | (0(3)[G] = (. (3)[G] 


Si cette configuration spéciale de la métrique peut concerner le point singulier de la conique C(… , vi, …) donnée par la relation (7.2), cela se traduit par : 


(22)


 (. (3)[G]. (3)v + (3)[G]. (0 (3)v = -(0v0. (3)g - v0. (0 (3)g 


et en tenant justement compte de la relation définissant le point singulier : 


(23)


 (. -v0. (3)g + (3)[G]. (0 (3)v = -(0v0. (3)g - v0. (0 (3)g 


Par conséquent si la métrique est aussi Einstein dans le temps : 


(24)


 ( ( ( R | (0 (3)g = (. (3)g et (0g00 = (. g00 


nous en déduisons : 


(25)


 (3)[G]. (0 (3)v = -(0v0. (3)g 


2°) Différentielle partielle seconde par rapport au temps : 


Supposons que la métrique est Einstein sur (E4, R). Dérivons partiellement par rapport au temps la relation (25) : 


(26)


 (0 (3)[G]. (0 (3)v + (3)[G]. (²00 (3)v = -(²00v0. (3)g - (0v0. (0 (3)g 


 (. (3)[G]. (0 (3)v + (3)[G]. (²00 (3)v = -(²00v0. (3)g - (0v0. (. (3)g 


 (3)[G]. (²00 (3)v = -(²00v0. (3)g 


Dans tous les cas, rappelons que : v0 = (dx0/ds) et donc (0v0 = (0(dx0/ds) = ((dx0/ds)/ (x0. 


Chaque fois que le terme de droite dans (25) sera nul, ce qui peut survenir soit parce que le vecteur (3)g s’annule, soit parce que les variations premières par rapport au temps de la quantité v0 sont nulles, et parce que la partie spatiale de la métrique est supposée non dégénérée (14), nous aurons : 


(27)


 (0 (3)v = 0


3°) Théorème :

Nous en déduisons que, indépendamment de la notion de flux de Ricci dans un espace de dimension 4 (sur lequel nos connaissances sont trop modestes pour nous y aventurer) : dans un espace temps où la métrique satisfait une relation du genre : 


( ( ( R | (0(4)[G] = (. (4)[G]


et où soit v0 ne varie pas dans le temps, soit (3)g est nul, le « point singulier » de la conique C(… , vi, …) = C(v) définie par (7.2) évolue (se déplace) à vitesse constante dans l’espace (donc sans accélération). 


2.3.2. Le lien avec les produits étendus et leurs décompositions :


Il faut rappeler que le point singulier d’une conique intervient dans la décomposition des produits étendus (Voir étude extensive dans Noemie04.pdf). Par exemple, l’invariant relativiste (4) peut intervenir dans l’étude d’un produit étendu du genre : 


(28)


⌂(▼A) ((3)v, (3)w) = (3)[P]. (3)w + (3)k, ( (3)w 


Nous savons aujourd’hui que les décompositions d’un produit étendu existent chaque fois que la conique qui y est de facto associée est propre et que chacune des matrices principales de ces diverses décompositions, ici i. e. (3)[P], s’expriment en fonction de la matrice triviale (3)((vecteur singulier s). En particulier, dans le cas où le cube A a pu être réduit pour x raison au tableau carré (4-4) [A] (voir etf27.pdf et ), nous avons pu prouver que s’appliquerait dans notre exemple actuel la relation :  


(29)


[P] = ½. |A|. {[A]t. [J]}. T2(o)((v, (v C(v)) + {[A]t. [J]}. ((s) [Noemie04.pdf ; page 29 ; (172)]


avec |A| = ( 1, et : 


[J] = 
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Il est évident qu’un produit étendu d’un grand intérêt physique est le produit : 


(30)


⌂(▼A) ((3)p, (3)x) = (3)[P]. (3)x + (3)k

parce qu’il réalise une extension naturelle du moment cinétique. Compte tenu des propriétés générales du produit étendu, il est facile de voir que la famille de produits définie par (30) est concernée par nos considérations précédentes. En effet, puisque : 


(31)


 (3)p = m. (3)v 


il est aisé de parvenir à : 


(32)


 m. ⌂(▼A) ((3)v, (3)x) = (3)[P]. (3)x + (3)k 


2.3.3. Exemple des ondes planes dans le vide : 


J’invite le lecteur à se reporter à une ancienne section de mon exploration théorique fondamentale pour mesurer l’évolution parcourue depuis 2005 (etf23.pdf). J’en reproduis ici une partie pour bien illustrer l’intérêt pratique d’introduire la notion de produit étendu dans les espaces éventuellement courbes de la relativité générale. Je démontre ci-dessous que le produit étendu est intéressant même dans le cas limite des ondes EM planes dans le vide. 


Dans un espace de dimension 3, des situations physiques pour lesquelles une relation de dépendance effective entre champ électrique et magnétique existe sont connues ; exemple : les ondes EM planes progressives se propageant selon l’axe Oz d’un référentiel orthonormé direct dans le vide (dont on sait qu’elles sont des ondes transversales). Dans ce cas, il est connu que [06; Volume 3; page 364; 1972] : 


(33)


 B = (1/c²). z ( E 


Selon l’approche de la question (E), lorsque l’espace est localement euclidien et rapportable à une base orthonormée directe, l’équation ci-dessus peut s’écrire trivialement : 


(34)


B = (1/c²). ((z). E

Le déterminant de la matrice triviale d’une décomposition de type (E) en dimension 3 est nul et cette matrice n’est pas inversible. Il est donc dans ce cas précis impossible de relier E à B selon une relation qui soit l’analogue en dimension 3 de ce qu’elle devrait être en dimension 4 du fait de l’utilisation de la méthode des poupées russes. 


Cependant s’il existe sur l’axe Oz au point de coordonnée z une fonction C(z) qui soit une conique de l’espace de dimension 3 (ce pourrait être la surface d’un front d’onde passant par le point en question ; ce pourrait aussi être la géodésique que suit l’onde étudiée ici), alors il existe également des décompositions non triviales dont la forme générique pour un espace où le définition du produit étendu coïncide avec celle de notre espace euclidien est donnée par les relations (Noemie04.pdf ; page 29 ; (172) avec [A] = [J] ; voir le document pour les explications complètes des symboles; attention : 1 MB): 


(35)


s = - [S0]-1. c

(36)


[P] = - ½. [S0] + ((s)  


(37)


B = (1/c²). [P]. E + k 


Dans le document ancien matriviale02.pdf, j’ai négligé complètement le reste de la décomposition du produit étendu, i. e.: le vecteur k, pour me concentrer sur l’idée poursuivie alors: la réduction du nombre des composantes du cube A en une matrice [A]; ce que j’ai écrit alors ne vaut donc que si ce vecteur est d’une intensité négligeable devant celle du vecteur (1/c²). [P]. E : 


(38)


|(1/c²). [P]. E | >> |k| ≥ 0


En effet dans ce cas : 


(39)


B ≈ (1/c²). [P]. E

Ici, je ne fais plus l’économie de la précision. Considérons la relation (37) et tenons compte de la relation (36), il vient : 


(40)


B = (1/c²). {- ½. [S0] + ((s)}. E + k

Sachant que : 


(41)


s = - T-12(o)((z, (z C(z)). (z C(z) + z

Ю = - T-12(o)((z, (z C(z)). (z f(z)


Il suit :


B = (1/c²). {- ½. [S0] + ((z + Ю)}. E + k

B = (1/c²). {- ½. [S0] + ((z) + ((Ю)}. E + k

B = (1/c²). ((z). E + (1/c²). {- ½. [S0] + ((Ю)}. E + k

(42)

B = (1/c²). z ⌂ E + (1/c²). Ю ⌂ E - ½. (1/c²). [S0]. E + k 


J’ai utilisé le symbole général du pve et non pas le symbole du produit vectoriel pour bien marquer la logique qui devrait prévaloir dans cette théorie pour faire les calculs. Cependant la solution (36) ne vaut que si ⌂ = ( et nous pouvons donc écrire sans le regret d’avoir fait une faute logique : 


(43)


B = (1/c²). z ( E + (1/c²). Ю ( E - ½. (1/c²). [S0]. E + k 


Le résultat étonnant de cette approche est donc de faire apparaitre, contre toute attente, un terme complémentaire à celui qui résulte des équations de Maxwell. En toute rigueur, il faudrait donc poser la relation de cohérence suivante destinée à nous assurer du fait que nous parlons bien d’ondes EM planes dans le vide : 


(44)


(1/c²). Ю ( E - ½. (1/c²). [S0]. E + k = 0 


pour effectivement retrouver : 


(45)


B = (1/c²). z ( E

La question se pose finalement de savoir interpréter la relation (44) correctement. 
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Let us suppose in a first exploration that the components of the local metric do not depend on the speed of the
phenomenon under study. This means that the speed of this object does not change the geometry even if it does
not avoid variations of the metric from a place to the other; but for some other reason. This hypothesis being
accepted, we get:

(®)

6C(V)/6Vk =2. g vE+ Dk Cike vi+ ek

and with the ad hoc correspondences (7):
&) _
ACV)/ov =2. (X gi. V' + gor- V)

In a vector language, this can be written:
(10)
8,C(v) =2 {9[G]. Ov ++v°. Vg}

where ®[G] is the (3-3) matrix representing the spatial part of the metric tensor, ®’g is the ordinary vector with
coordinates (... , g, --.)- It has been clearly shown that 3D conics can be classified into two families: the proper
conics and the other one. Conics of interest for us are proper conics and own a singular vector ¥s. The latter
exists here if we can find a solution for the system:
(11

(3)[G]. Og + 9. (3)g =0

There is no difficulty to understand that a singular speed vector exists for C(v) if the spatial part of the metric
tensor is represented by an invertible element of M(3 x 3, R), that is by an element of GL(3 x 3, R). For the
algebra it is equivalent to the condition:
(12)

| V1G] #0

The solution, if it exists is unique and depends not only on the metric but also on ®'g and of course on v’. Let us
remember at this place that it can be useful to introduce the following notation:
(13)

@)
gOO

() -
[G] ® ®
g [G]

because it will help us later to work with a A.D.M. formalism [03]. Up to now we shall suppose that the conic
C(®’v) under study here is a proper conic. We still have demonstrated that such conics can be mathematically
involved into the split of an extended product of the following family:
(14)

Oevay (O, Ow) = O[P]. Ow + OK, ¥ Ow e (Ei, R)

This is a very interesting family because it can be connected to the other one which is an extension of the angular
momentum:

3 3 3 3 3
Ocva) (( )p’ ( )X) _( )[P]. ( )X ¢ )K

Op=m, Oy
where m is the mass of the phenomenon satisfying (1). We also have been able to reduce the cube A defining the
extended product locally into a (3-3) table in some special circumstances and to prove that in such
circumstances:
(15)

[P]="%. |A]. {[A]" ]}. To0)(8y, 8, C(v)) + {[A]" [J]}. ®(s)

with:
(16)
|A|=%1, and
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7)

0 0 1

M=(1 0 0

0 -10
where s is the singular speed vector of C(v). Today, we also know that:
(18)

s=k0+v

with:
19)

1O = - T",(0)(8y, 8y C(V)). 8, C(V)

In the special case under study here, starting from (10), this is yielding the remarkable relations:
(20)
Ya. To(0)(@y, 8, C(v)) = V[G]

and:

21
( ) = _ (3)[G]-1 ) {(3)[G]. (3)V + VO. (3)g) = _ ((3)V + VO. (3)[G]-1 (3)g)

By side we can effectively verify that:
(22)
s=-v". 9G] Og

Let us now apply all these considerations to any plane wave in vacuum. Such a wave is supposed to go
straightforward with an ordinary speed vector ®v of invariant intensity c. But more generally, since we know
that matter interacts with the light and conversely, it is also supposed to be able to follow geodesics in (E4, R ).
We make use of this experimental evidence to argue that any plane wave satisfies at any moment to the equation
of a conic C(®v) like those given above by (6) and (7).

The motion of a not interacting plane wave (if any exists) progressing in the v direction at invariant speed is
governed by a relation like [04; page 364]:
(23)

B-vAE=0

The cross vector product “A” corresponds to the special limit case where [A] = [J] and |A| = -1 inside of our
mathematical approach. In this work, it allows us to propose the existence of a more general relation like:
24

B=[PL.E+T

where [P] is defined via (15), (16) and (17) above and of which (23) is a representation at the limit. Precisely:
(25)
[P] = -%2. Ta(0)(8y, 8, C(v)) + D(s)

This general solution obviously differs from the trivial one which is:
(26)
B=o(v).E

But since:
(27)
[P] = -D[G] + ®(v + FO) = -P[G] + D(v) + D(FO),

the trivial formulation seems to be able to be satisfied again if:
(28)
-Y[G]+ 10) = [0]

This kind of relation should act like a warning signal for the mathematician because it is the vanishing sum of a
symmetric matrix, i.e. the metric tensor, and of a skew-symmetric matrix. Since any matrix vanishes if and only
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if all its components vanish, this relation is unfortunately physically meaningless, unless we decide to understand
it like a limit case or only realized in average:
(29)

<-9[G] + ®(10) > =[0]

This is exactly what we shall do now. The introduction of the notion of extended product help us to understand
that the linear progression of a plane wave only is an approximation of the reality. In fact, any wave follows a
geodesic in a more or less curved space time; the curvature being due to some local or distant interactions with
external sources.

Within a “classical” quantum approach one accepts a natural duality between waves and particles. Let us make
the hypothesis that any plane wave is the dual representation of a particle with an invariant volumetric density of

energy p. That is we suppose that:
(30)

without rejecting partial variations of the volumetric density of energy along the different axis of the basis Q to
which (E4, R ) is referred. In extenso and up to the terms of the third order:
31)

App. dxP +15. 0%, p. dxP. dxX" + 0(3) = 0

With this hypothesis, it can be demonstrated that the conservation of the stress-energy tensor of any particle
yields:
(32)

{(c/c). [F]+ Y. c. {0%,p. V. dx'}. W[G]}. Wv=0

where o is the volumetric density of electrical charge and for which a natural three dimensional “kern”
representation is:
(33)

{(c/c). D(PB) + . c. dt. {0%,p. vP. v'}. V[G]}. Ov=0

Once more time, the matrix in front of the ordinary speed vector owns exactly the same problematic formalism
than the matrix (28) that should give us the trivial split of the cross vector product (23) again. The advantage of
the formulation (32) is that it is a quite more general one and that it does not impose the nullity for the
problematic matrix. Indeed, it is sufficient that a relation like:
(34)

I(c/c). [F]+ . c. {07, p. V2. dX'}. W[G ]| =0

holds. Otherwise, if we would be obliged to write (for any EM field, and for any metric):
(35)
(c/c). [F]+ Y. c. {0%,p. VP, dx'}. W[G] = [0],

we would also be obliged to add the following necessary conditions:
(36)
c=0

symbolizing the absence of volumetric density of electrical charge and:
(37
8%, p. V2. V' =0

symbolizing in someway that the partial derivates of second order of the volumetric density of energy play the
role normally devoted to the components of the metric. We shall study this configuration in another work.

Although one can not go from (32) to (33) in a such naive way, our approach suggests that if any correlation
between the two representations exists, then a first and rough identification between the LHT of (28) and the
problematic matrix of (33) can be proposed. With the convention € =0 2Bv p. vP. v’ we get:
(38)

-(2.6/¢).(1/¢. dt). d(P'B) = 0(0)

This relation implies:
(39)
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R0 =-(2.0/c?.(1/e.dt). VB

Since it has been demonstrated in the mathematical part of our work that the 3D-“i0” vector should own the
characteristic of a rotational vector, it is coherent to state that this vector is proportional to a magnetic field
inside this approach. Indeed, we know that the magnetic field is the rotational of the EM potential four vector
@A

Accordingly to the relation (21) above:
(40)
v+ VG Pg)=(2.6/¢). (1 /¢ dt). ©B

In a frame where “v = (¢, ?0) this is yielding:
(41)

c. NG Pg=(2.6/c?).(1/8%p. c% dt). B

In our mind, it is a very fascinating relation. Since the ordinary g vector can be related to the imprint left by the
angular momentum of a weakly gravitating system [03; § 19.2; page 450] and sometimes identified with the
geometric field induced by a Thirring Lense effect around the earth [01 ; page 166 ; relation (30.12)] :
42)

gy =, 8w - )=C..,Mow --.)+ (.., ho, ..) =0+ Oh(Pr) =- (4. 6. Rg/5. 2. 1) @ A T

where @r is the position vector relatively to the center of rotation of the earth, G is the universal constant of
gravitation, R, is the size of the earth and w the ordinary angular speed vector of the earth (27 in a day), this is
correlatively clearly suggesting that the Thirring Lense effect induces modifications of the magnetic field of
plane waves progressing around the earth. If such an effect exists, it can be de facto related to the actual and
modern problematic concerning the analysis of the Berry’s phases problem.

To get an approximation of this modification, we shall incorporate very roughly the volumes into the discussion:
(43)
G Fg=(2.e/ . (1/0%Energy. dt). B

and suppose that, around the earth:
(44)
(3)[G] ~1
Pg=(2.¢/c%. (1/d%Energy. dt). B
Accordingly to the fact that modifications along the time of the energy of this “wave-particle” should be
quantized, we shall also suppose that it is convenient to write these modifications as a multiple of h (Planck’s
constant) times the frequency of this wave. At the end and only for the seek to find a first value for the modified
intensity of the magnetic field, we propose:
(45)
(8% energy). dt ~ h/dn

This will give us:
(46)
@g=(8n. e/h.c*). B

Around the Earth:
(47)
-(4.G. Raa/5. 2. 1. @ Ar=(8m. ¢/ h. ¢*). B

and at the surface of the Earth (r & Ream):
(48)
B — (2. h. G /5. e. Regn. Time of a day) ~ 5,15. 10 ° Tesla

We know that it is a very bad approximation but it gives us a first idea and the purpose of this work was mainly
to point out the possible connections between our theoretical mathematical investigations and some concrete
applications for physics.
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