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0. Overview:  
Based on the tensor calculus we define an extended product on a four dimensional Banach 
space and, generalizing a basic scholar principle, we explore the set of all possible splits of 
these products. A technique, essentially built on a comparison with the projection of an 
Hessian, is developed and it allows the discovery of a special family of splits minimizing the 
scalars that can be associated with. This technique is then applied to the customary expression 
of the Lorentz Einstein law and yields three relations of coherence. Since the scalar associated 
with this law is a power (force multiplied by speed) and since the procedure is finally 
connecting this scalar linearly with the projection of the Hessian of the wave function of the 
particles under study in a way directly involving the local geometric connection, we predict 
that our toy-model is a good theoretical tool to scrutinize situations with a “Einstein” metric. It 
could yield the masses (energies) for the particles concerned by these situations.  

 
This work is a shorted version of the complete section etf31v4.pdf written in French language. 

1. Introduction:  
One could ask why I am giving so much importance to the notion of extended products. Indeed they only are 
some specific products of the tensor calculus. One reason for my obsession comes from physics; in reality from 
the fact that any expression of the Lorentz Einstein Law (LEL) can be seen as *an extended square product that 
has been split in a precise manner accordingly to some local rules connected with the local topology. Let us 
consider a manifold M with a Riemannian metric g, it is a priori absolutely not evident that a LEL must be 
satisfied at a given p of M. But since the GTR has been discovered and since it is well accepted, we know that if 
a LEL holds at p, then a particle (or something equivalent to) under the double influence of a gravitation and of 
an EM field must be in p. The LEL explains, contains implicitly the ratio between natural quantities like on one 
side the mass, the charge of the particle and the two fields on the other side. It also contains implicitly the 
information that the EM field push this particle in p out of its natural path; in extenso: the path that it would have 
had in absence of EM field.  
In fact the analysis of this LEL is quite more complicated. Why? Firstly because we actually know that some 
topological changes can induce EM fields; thus, even neutral particles moving in such changing underground 
structure could improve EM fields. Secondly because a charged particle is in someway carrying its own EM field 
on the back.  
In my own research I could bring some elements concerning the first point at two moments: a) the partial 
derivation along the time of the Poynting’s vector (calculated for a plane wave “moving” in vacuum) can be 
written in such a way that makes particularly clear the dependence of EM forces connected to a non vanishing 
connection; b) constructing a Riemann’s curvature tensor inside an approach including variations of the second 
order of the local tetrad yields a relation of coherence that allows to accept the idea that first partial derivations 
of the basis vector generate fields mathematically isomorphic to an EM field. In both cases we got the proof or 
the conviction that variations of the local tetrad generate EM forces or fields.  
 
Never mind, we stay with: ⌂▼Γ (u, u) = F. u – du/ds (The LEL at p) which is exactly what* we pretend above. 
When the LEL is realized in p, then the main result of the split is represented by an element in M4(K): F, the 
Maxwell Faraday tensor; and the “rest” of the split is represented by an element of (E4, K): – du/ds, the relative 
acceleration of the particle at p. This interpretation was motivating a part of my work concerning what I did call 
the trivial split (per definition: split without rest; like a division can be), corresponding to particles with no 
acceleration; so concerning particles that appeared to be locally inertial one. For this particles, F must be a trivial 
split of the gravitational part of the LEL; an extensive investigation of this case has been done in etf68.pdf 
(French language).  
 
The argumentation contra my interpretation will certainly evocate that the split #is entirely determinate by the 
characteristics of the particle (it is charged and F represents its own EM field in p) or by the circumstances 
(existence of an extern EM field acting in p). My interpretation does not reject these cases but is suggesting one 
more possibility: the split, when it is a priori realized, generates an EM field and is accompanied with an 
acceleration for which we have no indication if there is any logical dependence between, on one side: the 
topology and the particle in p, and the pair (F, – du/ds) on the other side. Complicated interactions between the 
fields, as explained before, make the prevision not so automatic and easy. Thus we need a tool to help us in this 
prediction and give us the insurance that we shall at least find the classical and accepted situations again#.   
 
The tool that I propose is this so-called equivalent scalar and it is defined by: S = u. {⌂▼Γ (u, u) - F. u + du/ds}.  


Théorie (E) : Le scalaire associé à la loi de Lorentz Einstein.
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1. Introduction : 


1.1. La Loi de Lorentz Einstein et la notion de produit étendu : 


Les lecteurs de cette approche théorique peuvent s’interroger à juste titre sur l’importance presque exagérée que j’apporte à la notion de produit étendu. Une bonne raison de le faire provient de l’analyse assez simple qui peut toujours être faite de la Loi de Lorentz Einstein (LLE), i.e. : cette dernière peut être lue comme « l’éclatement » d’un produit étendu. En effet, à condition de considérer au point p d’un espace Riemannien de dimension quatre le produit étendu défini par la connexion locale, ▼( (le cube dit de Christoffel) et, en ce point, une particule de vitesse propre (4)u, lorsque les circonstances physiques le permettent, algébriquement, il est toujours possible d’écrire cette loi : 


(1)


 (4){⌂▼( (u, u) = [F]. u – du/ds} 


[F] représente le tenseur champ EM de Maxwell Faraday dans M4(K = R, corps des nombres réels) et « ds » la mesure d’un déplacement infinitésimal effectué à l’intérieur de la boule B(p, r) centrée sur p. 


Les choses étant vues de la sorte, le tenseur EM, [F], est ce que j’ai nommé le « résultat principal » de l’éclatement du carré étendu ⌂▼( (u, u) et l’accélération propre de la particule (au signe moins près) correspond au « reste » de cet éclatement. Cette analyse a évidemment motivé l’étude générale des décompositions dites triviales (celles qui n’ont pas de reste) et en particulier celles pour lesquelles le tenseur [F] est une décomposition triviale (donc qui coïncident ici avec une particule sans accélération propre). Voir à ce sujet l’axe de recherche centré sur le théorème dit de surjection ; par exemple dans etf95.pdf § 2.2. page 6. Je ne reviendrai pas dessus ici. 


1.2. Pourquoi la notion de scalaire associé : 


Le sujet que je souhaite aborder dans cette section est celui d’un scalaire attaché à une décomposition précise d’un produit étendu donné. La raison de l’intérêt porté à cette notion de scalaire dit « équivalent » réside dans le fait qu’elle va permettre de raccorder la théorie à des considérations d’ordre énergétique. C’est ce que je veux expliquer et développer maintenant. 


1.3. Difficultés d’interprétation : 


Avant de le faire, nous noterons cependant toute la subtile ambiguïté contenue dans la présentation que nous faisons de la LLE et que nous avons lâchement camouflé dans l’expression « … lorsque les circonstances physiques le permettent … », suffisamment vague pour ne pas être fausse. 


En effet, nous pouvons être tentés de comprendre la relation (1) de la manière suivante : « Tout passage d’une particule ayant la vitesse propre u au point p d’un espace de Riemann où la connexion n’est pas nulle s’accompagne d’un champ EM représenté par F et elle y subit une décélération – du/ds ? » 


Une telle interprétation reste compatible avec la prédiction relativiste concernant la déviation de la lumière lorsqu’elle parvient à proximité d’une condensation de matière. Cette déviation est alors symbolisée par l’existence d’une accélération du/ds non nulle. Mais elle ne dit pas si le tenseur [F] doit être interprété comme la représentation en p du champ EM propre de la particule ; et dans ce cas, la particule considérée impose sa valeur à [F]. Ou bien s’il est un effet indirect et obligatoire du passage de la particule, même neutre, en cet endroit de l’espace Riemannien ? 


L’acceptation de cette seconde éventualité, pour être vraie, doit s’accompagner de la démonstration que des variations locales de la géométrie entraînent toujours l’apparition de champs EM, même ténus. Nous avons fait un bon bout de chemin dans ce sens dans divers documents d’étude basés sur l’incorporation des variations non linéaires de la tétrade de référence (Voir ThP04.pdf, etf29v2.pdf, e.t.c…). En effet, nous avons montré que la cohérence de cette approche aboutit à la relation : ((e(/(( (). ((e(/(( () + ((e(/(( (). ((e(/(( () = 0 qui suffit à générer des champs isomorphes au champs EM. A la fin nous pouvons proposer que les vecteurs ordinaires ( p et ( a (pour ( = 0, 1, 2, 3) participent à la création de champs EM, avec : 


(2)


( pk = ((e(/(( 0). ((e(/(( k) 


(3)


( ak = - ½. (i (j ei j k. ((e(/(( i). ((e(/(( j) 


 i, j et k = 1, 2, 3. 

2. Le scalaire associé à la LLE : 


2.1. Définition : 


Un scalaire associable à la LLE est obtenu en calculant : 


(4)


 S = u. {⌂▼( (u, u) - F. u + du/ds} 


A toutes fins utiles, il est possible d’introduire un vecteur vitesse propre ( = u/c dont la norme reste comprise entre [0, 1] ; c étant la vitesse de la lumière dans le vide. Il vient alors : 


(5)


 S/c³ = (. {⌂▼( ((, () – (1/c²). F. ( + (1/c²). d(/ds} 


Et on retrouve la même relation que (4) en travaillant dans un système d’unités où il a été posé arbitrairement c = 1. Le but de cette normalisation est de pouvoir introduire plus tard une discussion beaucoup plus large intégrant, par exemple, l’existence d’une loi de répartition des vitesses pour les particules présentes au point p de l’espace Riemannien étudié. 


2.2. Généralités : 


Dans une première approche intuitive, je vais m’interroger sur le fait de savoir s’il est possible de relier ce scalaire au Laplacien d’une fonction de la position de la particule considérée. 


(6)


 ( ? h(x) : (E4, R) ( R | S = f((h(x)). 


2.2.1. Remarques physiques :   


Au cours d’une première approche très intuitive j’ai pensé que la fonction h(x) devrait être re-liable au potentiel scalaire de gravitation local et que celui-ci devrait déterminer comment le produit étendu « éclate ». Le Laplacien du potentiel de gravitation étant fortement connecté à la densité volumique de matière, elle-même liée à la densité volumique d’énergie, nous aurions disposé d’un moyen pratique de relier une formulation précise de la LLE à la densité volumique d’énergie présente.  


Quelque soit l’interprétation physique que nous serons finalement en mesure de donner à la fonction h(x) (voir plus loin § 3.2.4.7.) : 


a) Le scalaire S a les unités d’une puissance (force x vitesse) ; 


b) La réalisation de la LLE annule systématiquement ce scalaire. L’inverse est faut puisqu’il suffit que les vecteurs ( et {⌂▼( ((, () – (1/c²). F. ( + (1/c²). d(/ds} soient localement orthogonaux pour annuler S ;


c) Notons qu’avec la formulation (1) choisie pour exprimer la LLE, la masse m et la charge q de la particule (en réalité leur ratio) sont incorporées à F.


2.2.2. Définition : 


Il est possible de vérifier dans la littérature spécialisée que le Laplacien d’une fonction h(x) dans un espace de Riemann est donné par : (h(x) = g((. [(²h(x)/(x((x( - ( ( ( (. (h(x)/(x(]. Si aucune confusion n’est à attendre au cours de la discussion, l’écriture plus légère suivante sera adoptée : 


(7)


(h(x) = (( (( g((. [(((²h(x) - ( (( (. ((h(x)].

Remarque 


Il faut cependant faire ici très attention au fait que les (… , ((, …) < avec ( = 0, 1, 2 ,3 > ne constituent pas nécessairement un système de coordonnées locales ou ne coïncident pas automatiquement avec lui ; ce dernier est habituellement donné par les (… , x(, …). Les deux sont reliés localement par la relation : 


(8)


 u = dx/ds = c. ( 


2.2.3. Définition : Hessienne.  


La littérature spécialisée permet de vérifier que dans l’espace des positions référé au système des (… , x(, …) : 


(9)


 Hess(h)(( = (((²h(x) - ( (( (. ((h(x) 



Et Hess(h) représente un élément de M4(R) connu sous le nom de « Hessienne » de la fonction h(x). 

La définition du Laplacien appelle l’introduction de notions mathématiques plus générales encore. 


 2.2.4. Définition : Opération dite de glissement. 


Le glissement par la gauche d’un élément A = [… a(( …] de M4(R) sur un élément B = [… b(( …] est une opération interne notée ( et définie par : A ( B = […a((. b((…]. 


2.2.5. Définition : Norme additive.  


La norme additive d’un élément A = [… a(( …] de M4(R) est simplement la somme de toutes ses composantes. Elle est notée conventionnellement || A ||( = (( (( a(( 


Muni de ces précisions, il n’y a aucun mal à vérifier que : 


(10)


 (h(x) = || G –1 ( Hess(h) ||( 


où G représente le tenseur métrique dans M4(R) et G -1 son inverse. 


 2.2.6. Proposition :  


Si la représentation locale du tenseur métrique coïncide avec la matrice diagonale ( = Diag (1, -1, -1, -1), caractéristique d’un espace de Minkowski, le Laplacien de la fonction h(x) se réduit à la trace de la matrice obtenue par glissement de ( sur la Hessienne de h(x). 


Démonstration : 


a) La matrice diagonale ( possède la remarquable propriété d’être égale à son inverse. Il en résulte que : 


(h(x) = || ( ( Hess(h) ||( 


b) Comme justement elle est une matrice diagonale, il en résulte, après glissement sur la Hessienne de h(x), que la somme précédente se résume à la somme des seuls termes qui soient non nuls et sont tous nécessairement situés sur la diagonale. C’est la définition même d’une trace matricielle. 


(11)


 (h(x) = || ( –1 ( Hess(h) ||( = Tr (( ( Hess(h))


(

2.3. Hessienne et scalaire associé : 


2.3.1. Proposition :  


Je vais maintenant admettre l’existence, à priori, de la fonction localement au moins deux fois dérivable h(x) et démontrer qu’elle permet de construire un scalaire T ayant les deux caractéristiques suivantes : 


a) Il est écrit en fonction d’au moins un élément essentiel du Laplacien de h(x), par exemple la Hessienne de h(x) et 


b) Il est facilement re-liable au scalaire S.  


2.3.2. Démonstration : 


Considérons le scalaire T = < dx |. Hess(h) | dx >. Il s’écrit in extenso  : 


(13)


T = (( (( [(((²h(x) - ( (( (. ((h(x)]. dx(. dx( 

Remarque 


Un développement limité de la dérivée ordinaire des dérivées partielles premières de la fonction h(x) fournit : 


(14)


 ( ( = 0, 1, 2, 3 : d(((h(x)) = (( (²((h(x). dx( + ½. (( (( ((((³h(x). dx(. dx( + 0(3) 


Dans la mesure où nous décidons volontairement de nous limiter au termes d’ordre au plus égal à deux, il est suffisant d’écrire : 


(15)


 ( ( = 0, 1, 2, 3 : d(((h(x)) = (( (²((h(x). dx( + 0(3) 


En multipliant chacun des termes du développement limité par dx( : 


(16)


 d(((h(x)). dx( = (( (²((h(x). dx(. dx( + 0(3) 


En sommant ensuite sur l’indice ( : 


(17)


(( d(((h(x)). dx( = (( (( (²((h(x). dx(. dx( + 0(3)


D’une comparaison avec le scalaire T résulte alors les relations : 


(18)


(( (( (²((h(x). dx(. dx( = {T + (( (( ( (( (. ((h(x). dx(. dx(} = (( d(((h(x)). dx( - 0(3)


Il est donc toujours permis d’écrire avec une certaine approximation : 


(19)


T = (( d(((h(x)). dx( - (( (( ( (( (. ((h(x). dx(. dx( - 0(3) 

Considérons alors la LLE et son scalaire associé sous la forme particulière suivante : 


S/c³ = (. {⌂▼( ((, () – (1/c²). F. ( + (1/c²). d(/ds}


( (relation 8)


S/c³ = (1/c²). dx/ds. {⌂▼( ((, dx/ds) – (1/c²). F. dx/ds + (1/c²). d(/ds}


(

(20)


 ds. S/c = dx. {(1/ds). ⌂▼( ((, dx) – F. dx + d(} 


Un développement in extenso de cette expression dans la tétrade de référence fournit : 


(21)


ds. S/c = (( (( (( ((1/ds). (( ( (( (. ((. g(( - g((. F((). dx(. dx( + (( (( g((. dx(. d(( 


Les scalaires T et ds. S/c sont donc comparables à condition de pouvoir trouver des circonstances physiques réalistes pour lesquelles (Ici (x = (* représente le gradient de la fonction placée immédiatement derrière le symbole) : 


(22.a)


 T = ds. S/c 


(22.b)


 d(((h(x)) = (( g((. d(( ( T2(°)((*, (*h(x)). dx ( G. d( 


(

T2(°)((*, (*h(x)). ( ( G. d(/ds

(22.c)


 - (( ( (( (. ((h(x) ( (1/ds). (( ( (( (. ((. g(( - g((. F(( 


(

- […(( ( (( (. ((h(x)…] = G. {(1/ds). (((() – F} 


2.3.3. Commentaire :


En principe deux formes quadratiques sont comparables s’il existe un facteur de proportionnalité commun entre leurs termes de différents degrés ; j’ai choisi ici un facteur égal à un par simplicité et parce qu’il existe déjà de nombreux paramètres d’ajustage. 


Si s est un paramètre affine (comme c’est le cas au sein de la relativité générale ; par exemple s = c. t + s0 <où t représente le temps et c la vitesse de la lumière dans le vide> est une sorte d’abscisse curviligne sur une courbe commençant en p à t = 0), alors il est possible d’écrire ds = c. dt et, visiblement, la première condition d’identification revient à interpréter le scalaire T comme une grandeur proportionnelle au temps écoulé ; le facteur de proportionnalité étant le scalaire équivalent S. In extenso : T = S. dt. 


Il est clair que nous avons donc bien démontré que le scalaire S s’écrit en fonction d’un scalaire T à un facteur 1/dt près et que ce dernier s’exprime bien en fonction d’un élément essentiel à la construction et au calcul du Laplacien de h(x), à savoir la Hessienne de h(x). 






( 


3. Les deux autres relations de cohérence.  


La démonstration précédente a livré deux autres relations de « cohérence » dont il n’est pas aisé de comprendre la signification. 


3.1. La seconde relation de cohérence :  


Considérons la relation (22.b) ; il est tentant d’y reconnaître une forme déguisée de la loi de conservation des quantités de mouvement. En effet, supposons que dans le système des coordonnées donné par les (… , x(, …) et centré en p cette loi prenne la forme originale : 


p = [M]. ( = cte.


Une simple dérivation ordinaire livrerait : 


d[M]/ds. ( + [M]. d(/ds = 0.


Ainsi, à condition de supposer simultanément valides les deux relations suivantes : 


(23.a)


 T2(°)((*, (*h(x)) = k. d[M]/ds 


(23.b)


 - G = k. [M] 


où k est un simple facteur scalaire de proportionnalité, la relation (22.b) serait automatiquement satisfaite. Au cas où les relations couplées (23.a) et (23.b) sont vraies, il en découle automatiquement d[G]/ds = - T2(°)((*, (*h(x)), encore équivalent à (si s est un paramètre affine) : 


(24)


d[G]/dt = - c. T2(°)((*, (*h(x))

Mais dans quel cas sommes nous autorisés à proposer la relation étonnante : p = [M]. ( puisque, en principe, dans les référentiels où nous travaillons habituellement, il est coutume de poser simplement p = m. ( ? 


3.1.0. Prémisses : 


Cela a t-il un sens physique de supposer une chose pareille ? Par exemple, la relation (23.b) sous-entend clairement un lien direct entre tenseur métrique et matrice locale des masses. Essayons de raisonner par l’absurde ; admettons que la relation (23.b) puisse avoir quelque réalité. En multipliant par c² et en tenant compte du principe d’équivalence masse - énergie de la relativité généralisée, il est possible de continuer avec la relation approximative : - G. c² ~ k. [T] où [T] représente un tenseur d’impulsion énergie. Pour le cas particulier des équations du champ où [T] ~ [Ricci] < où [Ricci] est la matrice bâtie sur le tenseur de Ricci >, il en découlerait : - G. c² ~ [Ricci] : la métrique serait dite « Einstein ».


3.1.1. Critères de réalité : 


Si, pour tenter de valider la nouvelle formulation, nous proposons d’interpréter l’ancienne comme la réalisation de la nouvelle dans les référentiels réalistes, cela veut dire que nous tentons de résoudre systématiquement la relation : 


(30)


 (4){[M] – m. I}. ( = 0 


Pour que cette relation soit vraie indépendamment de la vitesse de la particule considérée il faut que : 


(R-1)


(4) | [M] – m. I | = 0 


Il faut donc calculer un discriminant qui est le déterminant d’une matrice de rang 4. En principe, nous ne nous attendons pas à trouver une multitude de valeur pour m mais une valeur unique et la valeur que nous devons trouver doit être réelle. 


(R-2)


 ( m unique et m ( 
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Ceci veut dire que m est une valeur propre réelle quadruple et que le discriminant doit satisfaire en fait : 


(R-3)


 (4)| [M] – m. I | = (m – a)4 


3.1.2. Calculs : 


Nous allons calculer in extenso les expressions placées de part et d’autre de l’égalité ci-dessus en commençant par la plus simple d’entre elles : celle de droite. 


Terme de droite : 


(31)


 (m – a)4 = (m – a)². (m – a)² = (m² - 2. a. m + a²). (m² - 2. a. m + a²) 


=


 m4 – 2. a. m³ + a². m² - 2. a. m³ + 4. a². m² - 2. a³. m + a². m² - 2. a³. m + a4 


= 


 m4 - 4. a. m³ + 6. a². m² - 4. a³. m + a4 


Terme de gauche :


A) Calcul d’un déterminant de rang trois. 


Il s’agit d’un fastidieux calcul : celui d’un déterminant d’une matrice de rang 4. Nous allons donc tenter de développer une règle permettant de simplifier le calcul. Considérons une matrice (2-2) : (2)[P]. Son déterminant vaut p00. p11 – p10. p01. Considérons maintenant une matrice (3-3) : (3)[P]. Son déterminant est une combinaison linéaire de trois sous- déterminants. En effet det (3)[P] =  


		P11

		P12

		P13



		P21

		P22

		P23



		P31

		P32

		P33





(32)


det (3)[P] = p11. (p22. p33 – p32. p23) – p12. (p21. p33 – p31. p23) + p13. (p21. p32 – p31. p22)


Supposons que : 


(33)


pkr = mkr – (kr. m ( (3)[P] = (3){[M] – m. I}. 


Il vient :


(34)


 det (3)[P] =


 (m11 – m). [(m22 – m). (m33 – m) – m32. m23)] – m12. [m21. (m33 – m) – m31. m23] 


+ m13. [m21. m32 – m31. (m22 – m)] 


Cette expression se laisse ré-organiser en fonction des puissances de m : 


(35)


det (3)[P] = 


 (m11 – m). (m22 – m). (m33 – m) - (m11 – m). m32. m23 – m13. m31. (m22 – m) – m12. m21. (m33 – m) + m12. m31. m23 + m13. m21. m32 


et nous constatons les choses remarquables suivantes : 


a) Il y a un premier facteur que nous pourrions synthétiser par ( (mkk – m) ; 


b) Il y a trois termes pouvant chacun se symboliser avec - (mkk – m). mpq. mqp, k ( p ( q ( k. Ils correspondent aux permutations cycliques (1, 2, 3), (2, 3, 1) et (3, 1, 2). 


c) Il y a la somme des deux produits mkp. mpq. mqk réalisables pour k ( p ( q ( k : le premier correspond à l’ordonnancement croissant de trois indices distincts et le second à l’ordonnancement décroissant de ces mêmes indices. 


Le premier facteur livre les termes de degré 3 et 2 du déterminant plus quelques termes complémentaires aux parties b) et c) de degré 1 et 0. Le calcul in extenso se poursuit avec le calcul intermédiaire traditionnel : 


(36)


 (m11 – m). (m22 – m). (m33 – m) = (m11 – m). [m22. m33 – (m22 + m33). m + m²] = 


 m11. m22. m33 – [m11. (m22 + m33) + m22. m33]. m + (m11 + m22 + m33) m² - m³ 


de sorte que nous parvenons à : 


(37)


 det (3)[P] = 


(m11. m22. m33 + m12. m31. m23 + m13. m21. m32) – (m11. m32. m23 + m13. m31. m22 + m12. m21. m33) 


+ [(m12. m21 + m13. m31 + m32. m23) - (m11. m22 + m11. m33 + m22. m33)]. m + (m11 + m22 + m33) m² - m³ 


et enfin à : 


(38)


 det (3)[P] = det (3)[M] 


+ [(m12. m21 + m13. m31 + m32. m23) - (m11. m22 + m11. m33 + m22. m33)]. m + (m11 + m22 + m33) m² - m³ 


B) Hypothèse de réalité pour la matrice des masses en dimension N = 3. 


Pour simplifier notre progression vers N = 4 supposons que (3)[P] est la partie spatiale de (4){[M] – m. I} et que cette partie satisfait déjà au critère de réalité. Nous avons donc la relation (33) et nous devons y ajouter : 


(R-3 pour N = 3)


 (3)| [M] – m. I | = (a – m)³. 


Dans la pratique ceci se traduit par : 


(39)


 det (3)[P] = (a – m). (a² - 2. a. m + m²) = (a³ - 3. a². m + 3. a. m² - m³) 


La comparaison (38) – (39) fournit alors un certain nombre de relations préalables : 


(40.1)


 det (3)[M] = a³ 


(40.2)


 (m12. m21 + m13. m31 + m32. m23) - (m11. m22 + m11. m33 + m22. m33) = 3. a² 


(40.3)


 (m11 + m22 + m33) = 3.a 


Ces relations trouvent une application importante dans notre exploration initiale ThP01F.pdf. En effet dans ce travail pionnier, nous avions supposé que la matrice des masses en dimension 3 (en fait des densités volumiques de matière) devait avoir le formalisme (3)[M] ( T2(°)((3)(*, (3)((x)) où (3)((x) est un champ d’accélération spatial. Ce qui nous permettait d’attribuer une masse aux différentes déformations induites par l’action d’un champ de gravitation résiduel sur une onde EM dans le vide. (Voir la formulation la plus récente dans etf95.pdf § 5 pages 13 à 19). 


(41)


 - [((0). ⌂▼( ((3)E, (3)E) + (1/(0). ⌂▼( ((3)B, (3)B)] - (3)Grad ( + ((0). ((rot (3)X)/(t = (((0. (0. (3)J)/(t ; (X 


Où (3)J est le vecteur de Poynting de l’onde EM considérée circulant dans le vide. 


L’idée que nous poursuivons depuis des années consiste à penser que ces « irisations » de l’espace temps doivent pouvoir s’identifier avec certaines particules élémentaires de la physique moderne. Notre rêve consiste à croire qu’il s’agit de toutes les particules élémentaires. Les premiers développements de cette folle tentative peuvent être lus dans le document pionnier cité ci-dessus ; ils sont étonnants. 


Conscient des imperfections de notre présentation, nous essayons sans cesse de formuler cette idée en termes plus récents et modernes ; en dimension 4. L’intuition consiste à émettre l’hypothèse que le terme de droite de l’équation (41) généralisée aura le formalisme : 


(42)


⌂▼( ((4)((x), (4) ((x)) = - T2(o)((4) (*, (4) ((x)). | (4) ((x) >. 


C’est ce que nous examinerons par la suite. 

C) Peut-on relier la partie gravitationnelle de la LLE au produit étendu carré d’une accélération ? 


Par simplicité, nous allons poser que le champ d’accélération local est relié à la vitesse de la particule par la relation classique : 


(43)


 (4) {((x) = d(/ds = (1/c). du/ds} 


et nous calculerons les dérivées successives de la partie gravitationnelle de la LLE, c’est-à-dire d⌂▼( (u, u)/ds et d²⌂▼( (u, u)/d²s. Nos explorations mathématiques nous ont appris que [etf95.pdf § 1.5.4. page 5] : 


(44)


 d⌂▼A (a, b) = ⌂d▼A (a, b) + ⌂▼A (da, b) + ⌂▼A (a, db)

Il est aisé d’en déduire en particulier ici (N = 4, a = b = ( et ▼A = ▼() : 


(45)


 d⌂▼( ((, ()/ds = ⌂d▼(/ds ((, () + ⌂▼( (((x), () + ⌂▼( ((, ((x)) 

Comme le cube de Christoffel possède une propriété de symétrie sur ses indices bas, les deux derniers termes de la somme ci-dessus ne s’annulent pas mutuellement mais sont au contraire égaux entre eux. Pour la simplification des écritures nous pouvons éventuellement convenir de noter cette somme à l’aide d’une sorte de crochet de Poisson (nous devrions dire une sorte de parenthèse de). 


(46)


 d⌂▼( ((, ()/ds = ⌂d▼(/ds ((, () + {((x), (} ▼( 


Une seconde dérivation ordinaire fournit alors : 


 d²⌂▼( ((, ()/d²s = d⌂d▼(/ds ((, ()/ds + d⌂▼( (((x), ()/ds + d⌂▼( ((, ((x))/ds


= ⌂d²▼(/d²s ((, () + ⌂d▼(/ds (((x), () + ⌂ d▼(/ds ((, ((x)) + 


⌂d▼(/ds (((x), () + ⌂▼( (d((x)/ds, () + ⌂▼( (((x), ((x)) + 


⌂d▼(/ds ((, ((x)) + ⌂▼( (((x), ((x)) + ⌂▼( ((, d((x)/ds)


(47)


d²⌂▼( ((, ()/d²s = ⌂d²▼(/d²s ((, () + 2. ⌂d▼(/ds (((x), () + 2. ⌂ d▼(/ds ((, ((x)) + 


+ ⌂▼( (d((x)/ds, () + 2. ⌂▼( (((x), ((x)) + ⌂▼( ((, d((x)/ds) 

Nous voyons donc apparaître les carrés étendus de l’accélération. 


Dans le cas particulier d’une connexion invariante le long de « s », la relation (47) se simplifie outrageusement pour donner :  


 ▼( invariant, d²⌂▼( ((, ()/d²s = ⌂▼( (d((x)/ds, () + 2. ⌂▼( (((x), ((x)) + ⌂▼( ((, d((x)/ds) 


et, grâce à la relation (45) : 


(48)


 ▼( invariant, d²⌂▼( ((, ()/d²s = d⌂▼( ((, ()/ds + 2. ⌂▼( (((x), ((x)) 


Nous venons d’obtenir une relation particulièrement simple entre les variations ordinaires de degré un et deux du terme gravitationnel naturellement présent dans la LLE et le produit carré d’une accélération de la particule. 


D) Application de la méthode des poupées russes à l’extension du critère de réalité en dimension 4 : 


En cours…


3.2. La troisième relation de cohérence. 


3.2.1. Comment introduire le scalaire S physiquement ? 


Peut-être aurait-il été plus judicieux de commencer l’énoncé des sections précédentes par l’argumentation suivante. En effet, sans aucune explication, nous y avons introduit un scalaire S. Ce dernier n’est pas nécessairement nul et sa non nullité correspond curieusement aux deux faits remarquables suivants que nous avons décidé de lier dans un même destin : a) « quelque chose » a perturbé l’application de la loi de Lorentz-Einstein dans sa version traditionnelle ; b) la Hessienne d’une fonction dont nous ne découvrons la signification physique que plus tardivement (voir § 3.2.4.7. infra) diffère de zéro. 


La théorie quantique des champs ne répugne pas à introduire la notion de particule virtuelle dans son approche. A priori, aussi longtemps que le principe d’incertitude d’Heisenberg n’est pas bafoué, rien ne s’oppose à la création « spontanée » de particules à partir d’un substrat énergétique sous-jacent. Celui-ci pourrait tout simplement s’identifier au vide cosmologique, conçu comme un bain d’ondes diverses décrit par une fonction de répartition des états énergétiques dépendant de la position x, de l’époque t et du vecteur d’onde k. Soit f(x, k, t) cette fonction. 


Une dérivation ordinaire par rapport au temps fournit : 


 df/dt = x*f. (dx/dt) + k*f. (dk/dt) + (f/t) 


Puisque nous savons par ailleurs que : 


 Mécanique Quantique : p = (h/2). k  la force F = dp/dt = (h/2). dk/dt 


 ds = c. dt ; c: vitesse de la lumière dans le vide. 


Vecteur vitesse propre de l’onde : u = dx/ds 


W: énergie; k*f = (f/W). k*W = (f/W). (h/2). (dx/dt) = (f/W). (h. c/2). u 

Il n’y a aucun mal à parvenir enfin à : 


 df/dt = c. x*f. u + c. (f/W). u. F + (f/t) 


Chaque partie de cette relation admet une interprétation physique précise : 


1) x*f. u correspond à un phénomène de diffusion; 


2) (f/W). u. F correspond à l’influence de champs externes et 


3) (f/t) devrait correspondre ici aux interactions entre les ondes. 


Dans la référence [02] dont nous tirons cette réflexion, il n’est pas question d’ondes mais d’électrons. Le terme f/t est mis en relation avec une probabilité (pour les électrons d’être dans un état caractérisé par un vecteur d’onde initial ki d’aboutir à un état final caractérisé par le vecteur d’onde unique kf). Il y est fait l’hypothèse que df = 0 (C’est l’équation de Boltzmann). Nous proposons de prolonger ce scénario à tous les phénomènes ondulatoires. 


Nous ne savons pas si une onde peut interagir avec elle-même. Mais nous savons qu’elle le peut avec ses voisines, proches ou lointaines. Ainsi, si à la position x et à l’instant t la situation se trouve être caractérisée par l’existence simultanée d’un champ de gravitation, d’un champ EM et d’un champ supplémentaire quelconque, nous devrions pouvoir être en droit d’écrire : 


 Du/ds = du/ds + terme gravitationnel relativiste = F = [F]. u + f 


La conséquence de cette situation sur le « bain ondulatoire » devrait être : 


c. x*f. u + c. (f/W). u. [F]. u - c. (f/W). u. [F]. u + c. (f/W). u. F + (f/t) = 0 


 c. x*f. u + c. (f/W). u. [F]. u + c. (f/W). u. f + (f/t) = 0 

 c. x*f. u + c. (f/W). u. [F]. u + c. (f/W). S + (f/t) = 0 


 x*W. u + u. [F]. u + S + (1/c). (W/t) = 0 


Une équation dans laquelle nous voyons apparaître le scalaire S introduit dans les sections précédentes sans explication. De cette équation il ressort l’évidence que S possède les unités physiques d’une puissance. 


3.2.2. Le contexte et sa critique : 


La démonstration mathématique faite précédemment repose sur une relation sujette à controverse : 


(1)


 (( d(((h(x)). dx( = (( (( (²((h(x). dx(. dx( + 0(3) 


dont on voit qu’elle permet d’interpréter un être mathématique soit comme une combinaison linéaire, soit comme une combinaison bi-linéaire (aux infiniment petits d’ordre trois près), … un peu selon l’humeur. Malgré ceci, nous allons tenter de vous convaincre du fait que les trois relations de cohérence auxquelles elle permet d’aboutir, notamment la troisième, sont parfaitement consistante du point de vue du physicien. 


Pour mémoire, rappelons cette relation n°3 : 


(2)


 - […(( ( (( (. ((h(x)…] = G. {(1/ds). (((() – [F]} 


3.2.4. Un long et difficile chemin vers la réalité : 


3.2.4.1. Le terme de gauche dans la troisième relation de cohérence : 


Il faut bien voir que la matrice située à gauche de la relation (2) ci-dessus [(22.c) § 2.3.2.] n’est pas, en général, une matrice triviale de décomposition d’un produit étendu construit sur le cube de Christoffel. Par contre, au cas où : 


(H-1) La relation suivante est validée : 


( (( ( = ( (( ( 


Remarque 01 : 


Nous avons déjà eu l’occasion de voir dans etf71.pdf § 4.2.7. page 8 l’importance de la relation (H-1). Elle permet de valider un des critères faisant des volumes étendus (au sens de la présente théorie) une co-homologie cyclique de dimension deux  (au sens des travaux du Pr. Connes). 


Remarque 02 :


Cette relation (H-1) joue également un rôle déterminant dans les détails de la démonstration d’un théorème de surjection entre (E4, K) et M4(K) impliquant la fonction de dilatation : 


A( : a ( (E4, K) ( A((a) ( M4(K) | ( b ( (E4, K), A((a). b = ⌂▼A (a, b) = A(((. a(. b(. e( ( (E4, K)

et si : 


(H-2) nous concevons d’interpréter les (…(( = (/(x( …) comme des coordonnées “contra-variantes” d’un opérateur (… (*( …), 


alors il devient envisageable d’écrire : 


(3)


[…(( ( (( (. ((h(x)…] = ((((*h(x)) 


et la relation (2) se transforme alors en : 


(4)


 G. {(1/ds). (((() – [F]} = - ((((*h(x)) 


3.2.4.2. Les décompositions triviales de la Loi de Lorentz Einstein : 


Quand la troisième relation de cohérence est satisfaite (en supposant qu’elle est valide à priori) et que le gradient de la fonction h(x) est nul, il semble exister un champ EM devant satisfaire : 


G. {(1/ds). (((() – [F]} = [0].


Cette relation est en particulier automatiquement satisfaite si : 


( G, [F] = (1/ds). (((().


Autrement dit, si un déplacement non nul (ds ( 0) à vitesse non nulle (( ( 0) dans une zone de l’espace-temps de métrique quelconque à « potentiel » h(x) invariant dans laquelle la connexion n’est pas nulle s’accompagne quand même de l’apparition d’un champ EM … Ce type de champs EM, s’il existe effectivement, se classe donc de facto et d’emblée dans la famille des champs EM d’origine topologique (exemples actuellement connus : Aharonov, Berry, …). 


Remarque 01 : 


Quand la connexion locale est plate (Cube de Christoffel nul), la troisième relation de cohérence devient simplement : 


(5)


 ▼( = ▼0 ( [0] = G. [F] 


Or dans une connexion plate, le physicien s’attend à trouver un espace temps doté d’une métrique de Minkowski caractérisé dans M4(R) par une matrice diagonale de signature (+ - - -). Comme le tenseur champ EM est représenté par une matrice anti-symétrique, la relation (5) est une tautologie ; c’est donc ici une remarque en faveur de la cohérence de la relation (2) ci-dessus. 


Remarque 02 : 


Au cas où la partie gravitationnelle de la LLE éclate trivialement (équivalent à – du/ds = 0, ou encore à u invariant), F devient lui-même une matrice triviale. Ceci veut dire qu’il existe au moins un cube A et un vecteur Z de (E4, K) parallèle à u tel qu’il prenne le formalisme canonique [F] = A((Z). Les cas intéressants sont donc bien évidemment et à priori ceux pour lesquels le cube A coïnciderait avec celui de Christoffel. 


En ce qui concerne cette seconde remarque, nous avons à tenir compte du fait que la formulation utilisée pour la LLE a incorporé d’emblée le ratio charge sur masse de la particule (q/m) dans la représentation du tenseur EM. Par suite, une décomposition triviale de la partie gravitationnelle de la composante de gravitation dans la LLE, si elle est possible et si elle existe, doit se traduire par l’existence d’au moins un cube A et d’un vecteur X de (E4, K) parallèle à u tel que : 


(6)


[F] = (q/m).A((X // u).


3.2.4.3. Le cube A : 


Ce paragraphe est destiné à convaincre le lecteur qu’il existe toujours un fossé entre les promesses théoriques et les réalités techniques. En effet, rien ne dit qu’il soit effectivement possible de trouver un cube A qui valide (6) ni que ce cube A coïncide automatiquement avec celui de Christoffel… 


Une étude préalable montre que dans un espace temps rapporté localement à une connexion compatible avec la métrique (c’est donc la connexion de Levi-Civita caractérisé par ce que nous appelons le cube de Christoffel ▼(), il est toujours possible d’écrire le tenseur champ EM sous la forme : 


(7)


 F = […(((g(( - ((g((). A(…] 

à condition de supposer que le vecteur A de (E4, K) représente le vecteur champ potentiel EM et qu’il est transporté parallèlement à lui-même dans la direction x. Concrètement, pour nous, ceci signifie que, dans ces conditions physiques, il existe toujours un cube C dont les composantes satisfont : 


(8)


 C((( = ((g(( - ((g(( 


Et tel que finalement : 


(9)


 F = C((A) 


Mais : 


(P-1) Le cube C n’est pas le cube de Christoffel ; 


(P-2) Rien n’est dit sur les rapports géométriques entre les vecteurs A et u dans le scénario envisagé dans le document etgb100.pdf…


Nous avons donc, exposé sous nos yeux, les deux problèmes (P-1 et 2) liés à notre approche. 


3.2.4.4. Quelques pistes pour contourner les problèmes : 


Une première piste : 


Bien que nous ne le développerons pas ici, il faut signaler le pas important fait dans etf91.pdf. Il a permis d’aboutir à une série de trois relations liées entre elles dont la première permet d’exprimer la composante gravitationnelle de la LLE en fonction d’un cube A arbitraire seulement relié au cube de Christoffel par la relation : 


(10)


 A(((. (( = (((( 

Dans ce cas : 


(11)


 ⌂(▼A) ((4)u, [].(4)u) + ⌂(▼A) ((4)u, (4)y) - ⌂(▼A) ((4)y, (4)u) = ⌂(▼() ((4)u, (4)u) 


où le vecteur y est lié par une relation que nous ne citerons pas ici. 


Une seconde piste :  


Un autre moyen de circonvenir au problème (P-1) consiste à poser de manière arbitraire l’existence d’un lien de linéarité entre les cubes ▼( et ▼A. Par exemple : 


(H-3)


k. ▼( = ▼A 


Cette hypothèse, alliée à la relation (6) suffit à transformer la relation (4) en : 


(12)


((((*h(x)) = G. {(1/ds). (((() – (k. q/m). (((X)}

3.2.4.5. Une utilisation intuitive de la Méthode des Poupées Russes : 


Chacun connaît ces fameuses poupées et le principe d’emboîtement qui les caractérise. Ici, une utilisation intuitive de la méthode dite des poupées russes consiste à penser que la relation (12) écrite sur M4(K) reste formellement correcte pour sa partie écrite sur M3(K). C’est à dire que nous avons une relation du genre (4)G. ((4)(((4)w) = (4)[0] et que nous présumons la relation (3)G. ((3)(((3)w) = (3)[0] à priori vraie. Il nous faudra bien entendu revenir sur cette assertion. Par définition nous dirons que nous utilisons la méthode dans le sens montant quand nous aurons une relation formelle vraie sur un ensemble MN(K) et que nous chercherons à valider cette même relation formelle sur MN + 1(K) ; inversement nous dirons que nous l’utilisons dans le sens descendant quand nous partirons d’une relation supposée validée sur MN + 1(K) et que nous chercherons à savoir si elle reste vraie sur MN(K). Pour l’heure, parce que nous voulons seulement indiquer un chemin rationnel devant mener à valider la cohérence de la troisième relation obtenue § 2.3.2. nous supposerons que la « descente » peut se faire et nous écrirons sans autre forme de procès : 


(13)


 (3)G. ((3)(((3)w) = (3)[0] avec (3)w = (1/ds). (3)( + (3)(*h((3)x) - (k. q/m). (3)X 


3.2.4.6. La partie spatiale est euclidienne : 


Dans le cas où la partie spatiale de la métrique est euclidienne, cette relation (13) devient simplement : 


(14)


 ( (3)(((3)w) = (3)[0] avec (3)w = (1/ds). (3)( + (3)(*h((3)x) – (k. q/m). (3)X 


3.2.4.7. La fonction de dilatation est une bijection : 


Dans le cas encore plus particulier où la fonction de dilatation ((3)( est une bijection, nous en déduisons : 


(15)


 (3)0 = (1/ds). (3)( + (3)(*h((3)x) – (k. q/m). (3)X 


Si nous rétablissons la présence du vecteur vitesse u dans cette formule et si nous supposons que ▼A = (1/c. ds). ▼(, ce qui correspond finalement à choisir k = 1/c. ds, alors nous obtenons : 


 m. c. ds. (3)(*h((3)x) - m. (3)u + q. (3)X = 0 


Dans cette partie spatiale de l’espace-temps nous pouvons raisonnablement penser que la vitesse dépend du temps (3)x = (3)x(t) et écrire : 


 m. c. ds. (3)(*h((3)x) - m. d(3)x(t)/ds + q. (3)X = 0 


 m. c. ds. (3)(*h((3)x) - m. (((3)x/(t). (dt/ds) + q. (3)X = 0 


 m. c. ds. (3)(*h((3)x) - (1/c). m. (3)x( + q. (3)X = 0 


Où le point noir « (»  désigne la dérivation partielle par rapport au temps. Si par ailleurs, comme il est d’usage de supposer en relativité généralisée ds = c. dt, alors : 


 m. c³. dt. (3)(*h((3)x) - m. (3)x( + q. c. (3)X = 0 


Un regard sur le formalisme Lagrangien permet de s’apercevoir que dans une discussion impliquant la force de Lorentz dans un espace de dimension trois : 


 (3)p = (L/(x( = m. (3)x( + q. (3)A 


L’application de cette remarque à nos considérations mènerait à : 


 m. c³. dt. (*h(x) - (3)p + q. (3)A + q. c. (3)X = 0 


Ainsi, en posant simplement : 


 (3)A = - c. (3)X 


c’est-à-dire en fait en identifiant (au signe près) le vecteur inconnu (3)X au potentiel vecteur champ EM (3)A, nous obtiendrions : 


 m. c³. dt. (3)(*h((3)x) = (3)p 


que nous pouvons toujours ré-écrire : 


 m. c². dt. (3)(*h(c. (3)x) = (3)p 


Supposons alors que tout notre raisonnement s’applique à la description d’un processus de création d’une particule, nous pourrions écrire grosso modo : 


 (3)p = (E. (t. (3)(*[c. h((3)x)] ( (h/2(i). (3)(*[c. h((3)x)]


Nous pouvons considérer ce résultat comme très encourageant et comme une sorte de preuve à posteriori de la démarche entreprise dans au début de ce travail puisque nous savons qu’en mécanique quantique, un opérateur ayant le formalisme (h/2(i). (3)(* peut être substitué à la quantité de mouvement (3)p. Notre démarche donne alors un sens précis, presque unique, à la fonction inconnue h((3)x) : elle doit être une fonction d’onde. 


3.2.5. Conclusion : 


Bien que le pseudo-raisonnement explicité ci-dessus demande encore à être précisé, amélioré et généralisé, il indique un chemin de cohérence pour la démarche débutée au § 2. Sa validité, si elle est confirmée, tend à démontrer une relation connectant directement les contraintes et les variations de la métrique : 


 (4)T2(°)((4)(*, (4)p) ( (4) d[G]/dt 


Au cas où un flux de Ricci [01] est défini en p, cette relation est encore physiquement recevable ; en effet, elle ne fait qu’indiquer un lien entre un gradient de la quantité de mouvement, donc l’existence de forces (de contraintes) et l’apparition d’une courbure dans le milieu où ces contraintes sont appliquées. Elle formalise un lien fort entre forces et courbures que tout un chacun peut expérimenter quotidiennement. 


La première relation de cohérence obtenue § 2.3.2. nous dit que : T = dr. Hess(h). dr = S. dt. Ceci revient à dire que, toutes les choses étant égales par ailleurs, plus le temps passe, plus le scalaire S tend à nouveau vers zéro. Le scalaire T, quant à lui, a les unités d’une énergie. La disparition de la Hessienne, si elle est physiquement possible, correspond à la minimisation de cette énergie. Nous allons revenir sur ce point dans les sections suivantes.   


4. Les expressions de Pfaff. 


4.1. Expressions de Pfaff. 


Les expressions différentielles qui seront abordées dans ce travail sont définies « à la Cartan » [03 ; § I. 1. page 244]. Il en est en particulier ainsi pour les expressions dites de Pfaff qui, génériquement peuvent donc s’écrire : 


(1)


 ( = A((… , x(, …). dx( ; ( et ( = 0, 1 , … , N – 1. 


4.2. Expression dérivée d’une expression de Pfaff. 


Poursuivant méticuleusement la lecture de [03 ; § II. 12. page 251] dont on adoptera la définition d’une expression dérivée d’une expression de Pfaff mène pour cette dernière à l’écriture symbolique : 


(2)


 (’ = dA((… , x(, …). dx( ; ( et ( = 0, 1 , … , N – 1. 


4.3. Développement de Mac Laurin. 


Dans l’état d’esprit de l’étude consacrée aux expressions de Pfaff [03] il n’est, par définition de ces expressions, pas nécessaire de pousser le développement de Mac Laurin des différentielles dA((… , x(, …) au delà du premier ordre et on obtient ainsi : 


(3)


 dA((… , x(, …) = (A((… , x(, …)/(x(. dx( 


où, sciemment, les termes d’ordre égal ou supérieur à deux ont été négligés et annulés. Le développement ainsi obtenu est donc à son tour une expression de Pfaff dont les coefficients sont ce que nous nommons aujourd’hui les dérivées partielles des coefficients de l’expression de Pfaff initiale par rapport aux variables x(. 


4.4. Variance et co-variance. 


Il est fort à parier que les notions de variance et de covariance n’étaient que balbutiantes en 1899. Pour assurer une certaine cohérence avec ces concepts, on adoptera la notation suivante : 


(4)


 dA((… , x(, …) = ((A((… , x(, …). dx(

Il est entendu que l’exposé entrepris ici est purement symbolique et que des questions similaires à (1) pourront être posées avec des expressions du genre ( = B((… , x(, …). dx( ; ( et ( = 0, 1 , … , N – 1 (5) ayant pour dérivée (’ = dB((… , x(, …). dx( ; ( et ( = 0, 1 , … , N – 1 (6). Le développement limité au premier ordre des dB((… , x(, …) pourra alors s’écrire dB((… , x(, …) = ((B((… , x(, …). dx( (7) dans un état d’esprit à peu près conforme à ce qui se pratique aujourd’hui où nous disons que les x( (resp. les (() sont des variables (resp. des dérivées) co-variantes. 


4.5. Formes quadratiques. 


L’injection du développement limité au premier ordre (3 ou 4) (resp. 7) dans l’expression de la dérivée de l’expression de Pfaff (2) (resp. 6) fournit une expression différentielle du deuxième degré. Pour alléger l’écriture et aussi longtemps qu’aucune confusion ne peut résulter de cette simplification, les variables dont dépendent respectivement les coefficients A et B ne seront plus spécifiées : 


(8)


 (’ = ((A(. dx(. dx( ; ( et ( = 0, 1 , … , N – 1. 


(9)


 (’ = ((B(. dx(. dx( ; ( et ( = 0, 1 , … , N – 1. 


Il apparaît de manière évidente que ces dérivées sont des formes quadratiques (conoides) d’un espace à N dimensions. En effet, une forme quadratique « étendue » quelconque pouvant s’écrire : 


(10)


 f(… , x(, …) = c((. dx(. dx( + c(. dx( + c 


(11)


 F(… , x(, …) = C((. dx(. dx( + C(. dx( + C 


Il n’y a aucune difficulté à reconnaître une similitude entre (8) et (10) (resp. entre 9 et 11) à condition de poser : 


(12)


 (’ = p. (f(… , x(, …) – c) ; ((A( = p. c(( ; et c( = 0. 


(13)


 (’ = q. (F(… , x(, …) – C) ; ((B( = q. C(( ; et C( = 0. 


Où p et q sont deux scalaires de proportionnalité choisi, par exemple, dans un ensemble K. 


4.6. Changement de variables. 


Imaginons qu’il soit possible de faire un changement de variables du genre : 


(14)


 x( = g( (… , y(, …) 


(15)


 x( = G((… , y(, …) 


Un développement limité de Mac Laurin à l’ordre deux près permet d’écrire : 


(16)


 dx( = dg((… , y(, …) = ((g(. dy( + (( ; (( ( 0(2)


(17)


 dx( = ((G(. dy( + (( ; (( ( 0(2)


L’injection de ces relations dans les expressions des dérivées des expressions de Pfaff considérées initialement fournit : 


(18)


 (’ = ((A(. (((g(. dy( + ((). (((g(. dy( + (() = ((A(. [((g(. ((g(. dy(. dy( + ((g(. dy(. (( + ((. ((g(. dy( + ((. ((] 


(19)


(’ = ((B(. (((G(. dy( + ((). (((G(. dy( + (() = ((B(. [((G(. ((G(. dy(. dy( + ((. ((G(. dy( + ((. ((G(. dy( + ((. ((]


dont on voit bien que ce sont encore des formes conoides sur un espace à N dimensions. 


4.7. Tableau associé à une conoïde écrite sur un espace de dimension finie N. 


L’idée que je veux introduire ici est basée sur l’étude préalable des formes conoides faite pour un espace de dimension N = 3. La première étape de la construction logique consiste à penser que la région de l’espace de dimension N où cette conoïde est écrite par un mathématicien est toujours dotée d’une métrique « sous-jacente ». Celle ci est classiquement spécifiée localement par la donnée d’un élément carré de MN(K) : 


(20)


 G = T2(.)((, ()


où ( : (e0, e1, …, eN-1) est la base locale à laquelle ce mathématicien réfère son espace et ses calculs ; et où « . » (point gras) désigne le produit scalaire de deux vecteurs. À partir de maintenant, la discussion va être réduite aux cas correspondant aux relations (5). On peut donc ainsi associer un triplet à chaque conoïde qui tienne compte de l’existence de cette métrique locale. 


Ce triplet est constitué : 


1°) d’un élément k de K choisi de telle sorte qu’il coïncide avec le coefficient de degré nul (zéro) de la conoïde ; dans le cas retenu ici il vient par convention : k = C - f(… , x(, …) (21). 


2°) d’un vecteur V de (EN, K) choisi de tel sorte que, si les coefficients de degré un de la conoïde (les C( dans la relation 11) définissent un vecteur C de (EN, K), alors : 


(22)


 < C |. | dx > ( C(. dx( = V. dx ( < V |. G. | dx >


où « . » (point normal) désigne le produit standard utilisé en mécanique quantique entre bra et kets : <  | et |  > ; 


3°) d’un élément [R] de MN(K) choisi de telle sorte que la partie bilinéaire (de degré deux) de la conoïde satisfait la relation : 


(23)


 C((. dx(. dx( = dx. ([R]. dx) 


Ces choses étant dites, par définition, on appelle tableau associé à une conoïde écrite sur un espace de dimension N le tableau symbolique de MN + 1(K) constitué de la manière suivante : 


(24)


		k

		V



		V

		[R]





L’idée consiste donc ici à associer le tableau précédent, soit [f] ce tableau, à la forme conoïde 0 = C((. dx(. dx( + C(. dx( + C - f(… , x(, …) de sorte que, si ( désigne cette nouvelle application de l’ensemble des conoides écrites localement en un point p origine de l’espace vectoriel (EN, K) rapporté à (, il soit possible d’écrire :  ((F) = [F]. Notons que cette définition contient une part de convention d’écriture importante qui lui confère un côté aléatoire parce qu’il aurait tout aussi bien pu être décidé d’associer une matrice de la forme suivante : 


		k

		V



		-V

		[R]





Je renvois mes lecteurs par exemple aux sections exploratrices etf35.pdf, etf36.pdf, etf37.pdf, etf38.pdf, etf39.pdf, etf40.pdf pour avoir un premier aperçu (encore grossier) de la question dans son application aux produits étendus. Un tableau associé à une conoïde est appelé, par convention de langage, un précurseur de Cartan.  


4.8. Le problème de Pfaff revisité. 


4.8.1. Question : 


Sachant que : 


a) chaque dérivée d’une expression de Pfaff est une forme conoïde et qu’il est à priori possible de lui associer un précurseur de Cartan par le procédé expliqué ci-dessus; 


b) ce précurseur pourrait être parfois une matrice triviale de la décomposition d’un produit étendu ; par exemple A((a) = [… A(((. a( …] où a est élément de (EN + 1, K). 


c) la fonction de dilatation (§ 3.2.4.1. Remarque 02), cette application qui à un vecteur fait correspondre une matrice triviale de décomposition d’un produit étendu est parfois surjective (voir aussi etf95.pdf) et que l’application 


(u :  (  : u donné ( , ( w (  ( (u(w) = ⌂(▼A) (u, w)


où  désigne une algèbre de Lie bâtie sur (EN + 1, K, ⌂(▼A)), définit une dérivation intérieure sur cette algèbre, 


pouvons-nous en déduire un moyen moderne et élégant d’intégrer la dérivée de certaines expressions de Pfaff ?   


4.8.2. Un tableau explicatif : 


		( : une forme de Pfaff écrite en fonction de N variables ; 

		Dérivation d’une ( forme de Pfaff 

		(’ : dérivée d’une forme de Pfaff


(

		(

		Lecture de la dérivée d’une forme de Pfaff comme une forme conoide



		par exemple

		

		

		

		(



		les coordonnées de


(N)x ( (EN, K)

		

		?


(

		

		Elément [f] de 


MN + 1(K) associable à cette forme conoïde et ne dépendant que des coefficients de celle-ci et de la métrique locale sur (EN, K) mais plus de d(N)x



		

		

		u ( (EN + 1, K)

		

		?



		

		

		(

		

		?



		

		

		(u

		(

		A((u)



		

		

		(

		

		



		

		

		( w ( (EN + 1, K), (u(w) = A((u). w

		

		



		

		

		Il se pourrait que le cube A décrive la connexion locale sur (EN + 1, K) ; et donc l’évolution locale de la métrique sur (EN +1, K). 

		

		Il se pourrait que (N + 1)w = d(N + 1)x





Figure n°1


4.9. Tableau associé avec la dérivée d’une forme de Pfaff. 


4.9.1. Précisions : 


Stricto sensu, nous ne considérons à partir de maintenant que les calculs faits sur la relation (5) que nous rappelons pour la clarté de l’exposé : 


(1)


 ( = B((… , x(, …). dx(  = B((x). dx(  ; ( et ( = 0, 1 , … , N – 1 


Il en résulte la possibilité d’utiliser les relations (9), (11) et (13) du § 4. 5. et (21), (22) et (23) du § 4. 7. 


4.9.2. Le scalaire : 


Le scalaire associé est donc tout simplement (’, la dérivée de la forme de Pfaff considérée (dont l’expression correspond à la relation § I. 5. (9). 


(2)


 k = (’ 


4.9.3. Les vecteurs associés : 


Le vecteur V associé est n’importe quel vecteur de (EN, K) localement orthogonal au vecteur dx. 


(3)


V. dx = 0 


4.9.1.3.1. Remarque : 


Il résulte de ce fait que si : 


a) x représente un vecteur position et, conséquemment, si dx représente un déplacement ; 


b) ce déplacement se fait le long d’une géodésique normalement caractérisée par la relation (dx)² = 0, 


alors le vecteur V devant être retenu pour caractériser la forme bilinéaire (’ est le vecteur déplacement lui-même : i.e. V = dx. 


4.9.4. La matrice associée : 


Toute matrice [R] de MN(K) associée doit satisfaire : 


(4)


 ((B(. dx(. dx( = dx. ([R]. dx) 


Considérons une matrice [R] de MN(K) dont les composantes sont les rkj et calculons le vecteur : 


(5)


[R]. u = (k ((j rkj. uj). ek

puis le scalaire :


(6)


u. ([R]. u) = [(i ui. ei]. [(k ((j rkj. uj). ek]


comme la base ( de E n’est pas nécessairement euclidienne, nous introduisons les coefficients : 


(7)


 = T2(.)((, () = [… gik …] = [… ei. ek …] 


ce qui nous mène à : 


(8)






 


u. ([R]. u) = (i (k ui. ((j rkj. uj). gik = (i (k (j ui. rkj. uj. gik = (i (j ((k rkj. gik). ui. uj

et à l’identification :


(9)


(iBj = (k rkj. gik

Si le produit défini sur K est commutatif (ce que nous supposerons), il est possible de synthétiser cette relation par : 


(10)


 T2(°)((*, B) = G. [R]


Ce système d’équations permet de déterminer une matrice [R] de manière univoque si la représentation  du tenseur métrique local est une matrice inversible (ce que nous supposerons). 

(11)


 [R] = G-1. T2(°)((*, B) 


4.9.5. Tableaux associés avec une dérivée d’une forme de Pfaff : 


Finalement, par la procédure que nous proposons, il est possible d’associer à la dérivée (’ d’une forme de Pfaff ( = B((x). dx( un ensemble de tableaux ayant le formalisme : 


		(’

		V



		V

		G-1. T2(°)((*, B)





Avec V. dx = 0. 


4.9.6. procédure simplifiée : 


Finalement, si la forme de Pfaff ( est connue, l’expression (’ de la dérivée de la forme de Pfaff considérée est également connue. Comme dans le cas où cette forme de Pfaff dépend de la position x, le vecteur déplacement infinitésimal V = dx valide toujours la condition V. dx = 0, nous ne perdons pas d’information et nous réduisons l’incertitude sur la procédure d’association explicitée auparavant en proposant d’associer localement G-1. T2(°)((*, B) à cette dérivée (’. Notons qu’en pratiquant de la sorte, nous associons un élément de MN(K) et non pas de MN + 1(K) à la dérivée (’. 


Finalement, nous pouvons décider de définir une application notée ( de l’ensemble des formes de Pfaff impliquant le système de coordonnées locales (… , x(, …) vers MN(K) qui à chaque forme de Pfaff ( = B((… , x(, …). dx(  = B((x). dx(  ; ( et ( = 0, 1 , … , N – 1 fait correspondre localement sa représentation dans MN(K) de sa dérivée selon la procédure expliquée ci-avant : 


( : ( ( ((() = G-1. T2(°)((*,() 


Cette procédure simplifiée ne pourra pas s’appliquer au cours d’un changement de variables du type proposé au § 4.6. 


5. Les décompositions d’un produit étendu 


5.1. Les décompositions d’un produit étendu : 


5.1.1. Définitions et conventions de langage :


5.1.1.1. Décomposition :


Nous appelons décomposition d’un produit étendu donné ⌂(▼A) (u, w) défini sur EN tout couple ([P], z) de MN(K) x EN qui permette d’écrire : ⌂(▼A) (u, w) = [P]. w + z. 


5.1.1.1.1. Décomposition triviale : 


Une décomposition est triviale si elle n’a pas de reste (voir infra).


5.1.1.1.2. Décomposition optimale : 



Une décomposition est optimale si elle tend à minimiser le scalaire : 


S = w. {⌂(▼A) (u, w) - [P]. w + z}. 


5.1.1.1.3. Décomposition parfaite : 


Une décomposition est parfaite si elle annule le scalaire S = w. {⌂(▼A) (u, w) - [P]. w + z}. 


5.1.1.2. Cible :


La procédure de décomposition implicitement contenue dans la définition précédente semble ne pas affecter le vecteur w. Il est dit être le second vecteur impliqué dans le produit étendu ; ou encore, plus brièvement, il est dit être la cible dans la décomposition de ce produit étendu. 


5.1.1.3. Projectile : 


La procédure de décomposition implicitement contenue dans la définition précédente semble affecter plus ou moins le vecteur u. Il est dit être le premier vecteur impliqué dans le produit étendu ; ou encore, plus brièvement, il est dit être le projectile dans la décomposition de ce produit étendu. 


5.1.1.4. Résultat principal : 


L’élément [P] de MN(K) est le résultat principal de la décomposition du projectile u contre la cible w. 


5.1.1.5. Reste : 


L’élément z de EN est le reste de la décomposition du projectile u contre la cible w. 


5.1.2. Exemple d’application : la loi de Lorentz Einstein. 


Avec ces conventions, il est clair que la nature tend à valider la loi de Lorentz Einstein chaque fois que le produit étendu ⌂▼( (u, u) se décompose de manière optimale ou parfaite. Lorsque tel est le cas, la vitesse propre de la particule étudiée est à la fois la cible et le projectile. Le tenseur champ EM est le résultat principal de la décomposition et l’accélération propre en est le reste. 

5.1.3.Démarche intuitive : 


Un observateur situé dans un espace de dimension N se pose la question de savoir si, disposant d’un couple (u, dw) de vecteurs de EN interagissant par le biais du produit étendu, il peut espérer trouver un couple ([P], z) lui permettant d’écrire : 


(1)


⌂(▼A) (u, dw) = [P]. dw + z. 


A partir du moment où l’espace vectoriel est muni d’une métrique, il peut toujours calculer le scalaire : 


(2)


S = dw. {[P]. dw + z – ⌂(▼A) (u, dw)}


Le premier réflexe est de rechercher une fonction h(w) dont il puisse calculer les variations grâce à un développement limité jusqu’à l’ordre deux inclus : 


(3)


dh(w) = (( ((h(w). dw( + (1/2). (( (( (²((h(w). dw(. dw( + 0(3)


en espérant pouvoir poser ensuite : 


(4)


dh(w) = S


et : 


(5)


S ( 0


En effet, ceci l’assurerait au moins de se rapprocher des conditions lui permettant de considérer le couple ([P], z) comme une décomposition optimale du produit étendu ⌂(▼A) (u, dw). Il est conscient que cette démarche n’est que très imparfaite et ne mène pas à coup sur aux résultats généraux souhaités. En fait, il peut être démontré que cette méthode intuitive ne peut jamais mener aux résultats souhaités. 

5.1.4. Une démarche acceptable : 


Curieusement, un bon moyen de parvenir à trouver les décompositions d’un produit étendu consiste à identifier le scalaire S défini de manière générale ci-dessus avec le scalaire T bâti à partir d’une Hessienne. 


(6)


 T = < dw |. Hess(h(w)) | dw > 


La méthode intuitive peut alors être reprise en identifiant T et S, c’est-à-dire : 


(7)


 T = (( (( [(((²h(w) - ( (( (. ((h(w)]. dw(. dw( 


Et: 


(8) 


S = (( (( [(( g((.p(( - ((( (( A(( (. u( g(()]. dw(. dw( + (( (( g((. dw(. z( 


Comment cela est-il possible ? Considérons le développement limité au second ordre inclus de la fonction d(((h(w)) : 


(9)


d(((h(w)) = (( (²((h(w). dw( + ½. (( (( (³(((h(w). dw(. dw( + 0(3)


En multipliant chacun des termes du développement limité par dw( : 


(10)


d(((h(w)). dw( = (( (²((h(w). dw(. dw( + ½. (( (( (³(((h(w). dw(. dw(. dw( + 0(3)


En sommant ensuite sur l’indice ( : 


(11)


(( d(((h(w)). dw( = (( (( (²((h(w). dw(. dw( + 0(3)


D’une comparaison entre (7) et (11) résulte alors toujours : 


(12)


 (( (( (²((h(w). dw(. dw( = T + (( (( ( (( (. ((h(w). dw(. dw( = (( d(((h(w)). dw( - 0(3) 


c’est-à-dire : 


(13)


 T = (( d(((h(w)). dw( - (( (( ( (( (. ((h(w). dw(. dw( - 0(3) 


Il devient visible que, sous cette forme là, le scalaire T se laisse comparer avec le scalaire S associé à une décomposition quelconque du produit étendu ⌂(▼A) (u, dw). 


5.1.5. Les identifications : 


En décidant de comparer les scalaires T et S obtenus précédemment, ce que nous pouvons faire parce que nous disposons en fait de deux formes conoides, mais ce que nous ne pouvons décemment réaliser qu’en négligeant des termes d’ordre trois, nous obtenons une fois encore un ensemble de trois relations de cohérence pourvu que nous disposions d’un scalaire ( non nul tel que : 


(14)


 S = (. T 


(15)


 (( (( g((. dw(. z( = (. (( d(((h(w)). dw( 

(16) 


 (( (( [(( g((.p(( - ((( (( A(( (. u( g(()]. dw(. dw( = -(. (( (( ( (( (. ((h(w). dw(. dw( 


Les relations (15) et (16) peuvent être validées indépendamment du vecteur cible dw et elles fournissent alors : 


(17)


 (( g((.. z( = (. d(((h(w)) 

(18)


 (( g((.p(( - ((( (( A(( (. u( g(() = - (. ( (( (. ((h(w) 

Remarque 01 : 


Attention, dans les paragraphes précédents, toutes les différentiations partielles se sont effectuées par rapport aux variables (… , w(, …). La difficulté technique liée à un éventuel changement de variables disparaît dans l’application des considérations précédentes à la loi de Lorentz Einstein puisque, dans ce cas particulier, w = x. 


Remarque 02 : 


Cette méthode de travail lie le destin des scalaires S et T. Autrement dit, à ( donné invariant, pour annuler S, il suffit d’annuler T. Un bon moyen de faire tendre T vers zéro est manifestement donné de se trouver dans des circonstances pour lesquelles (voir relation 13 ci-dessus) : 


(19)


 (( d(((h(w)). dw( = (( (( ( (( (. ((h(w). dw(. dw( - 0(3) 


Dans tout référentiel dont la métrique est inversible, les relations trouvées ci-dessus permettent de définir un couple ([P], z) de MN(K) x EN de décomposition du produit étendu ⌂(▼A) (u, dw) et ce couple est tel que : 


(20)


 z = (. G-1. T2(°)((*w , (*w h(w)). dw + 0(3) 


(21)


 G. {[P] - A((u)} = - (. [… ( (( (. ((h(w) …] 

Remarque 03 : 


La matrice notée A((u) est triviale. 


Remarque 04 : 


Le terme de droite dans la relation (21) est nul dans toutes les bases dont tous les symboles de Christoffel de seconde espèce sont nuls (C’est le cas des bases de Lorentz ; espace de Minkowski). La procédure d’identification utilisée ci-dessus implique donc implicitement que le résultat principal d’une décomposition peut éventuellement (mais pas nécessairement) être une matrice triviale dans les espaces dont le cube de Christoffel est nul. 


Remarque 05 : 


En tenant compte de la remarque 02 ci-dessus, nous trouvons que le résultat principal d’une décomposition minimise le scalaire S quand il prend la forme : 


(22)


 G. {[P] - A((u)} = - (. T2(°)((*w , (*w h(w)) 


Par conséquent les matrices : 


(23)


 [P] = A((u) - (. G-1. T2(°)((*w , (*w h(w)) 


permettent de définir des décompositions optimales du produit ⌂(▼A) (u, dw). 


Remarque 06 : 


Une décomposition parfaite ne garantit pas de l’existence d’une décomposition. 


En effet, la nullité du scalaire S ne suffit pas à garantir la nullité du vecteur [P]. dw + z – ⌂(▼A) (u, dw). 


5.1.6. Test de contrôle pour les identifications proposées : 


Supposons maintenant que nous disposions d’une fonction définie h(w) différentiable deux fois. Calculons le vecteur G. {[P]. dw + z} en tenant compte des identifications optimales proposées : 


G. {[P]. dw + z} 


=


 G. {[P]. dw} + G. z 


=


 {G. [P]}. dw + G. z 


=


 {G. A((u) - (. T2(°)((*w , (*w h(w))}. dw + (. T2(°)((*w , (*w h(w)). dw + 0(3) 


= 


 {G. A((u)}. dw + 0(3) = G. {A((u)}. dw}+ 0(3) 


 = 


G. ⌂(▼A) (u, dw) + 0(3) 


Dans les espaces vectoriels disposant d’une métrique inversible nous en déduisons : 


(24)


 ⌂(▼A) (u, dw) - {[P]. dw + z} = 0(3)


et conséquemment : 


(25)


 S = 0(3) 


5.2. Corollaires :


5.2.1. Définition : Rappel.


Cf. § 2.2.3. ci-dessus. 


5.2.2. Lien avec la dérivée d’une forme de Pfaff : 


Dans ce qui suit nous supposons implicitement que w = x.


S’il existe des circonstances dans lesquelles les coefficients B((x) de la forme de Pfaff ( sont elles-mêmes les composantes d’un gradient, i.e. B((x) = (*(h(x), alors la représentation matricielle de la dérivée de cette forme par la procédure simplifiée explicitée ci-avant est : 


G-1. T2(°)((*,(*h).


Cette matrice est proportionnelle à l’écart entre la décomposition optimale et la décomposition triviale du produit étendu ⌂(▼A) (u, dx). En effet, partant de (23), comme le scalaire ( est supposé non nul : 


 G-1. T2(°)((*x , (*x h(x)) = (-1/(). {A((u) – [P]} 


Nous avons vu ci-dessus que l’annulation du cube de Christoffel devait résulter en : 


 G. {[P] - A((u)} = [0]


Il en découle que, dans les conditions définies ci-dessus pour la procédure d’identification entre les scalaires S et T, lorsque le cube de Christoffel s’annule, alors la matrice T2(°)((*x , (*x h(x)) s’annule aussi. Et il en est de même pour la matrice représentant la dérivée de Pfaff ( de coefficients B((x) = (*(h(x). 

5.2.3. Lien avec la notion de Hessienne : 


Dans le langage matriciel, une Hessienne de la fonction h(x) peut toujours se lire :


Hess(h) = T2(°)((*,(*h) – [… ( (( (. ((h …] 


Dans les circonstances précisées au § 3.2.4., cette Hessienne s’écrit aussi : 


 Hess(h) = T2(°)((*,(*h) – ((((*h) 


Dont on déduit sans difficulté : 


 G-1. T2(°)((*,(*h) = G-1. Hess(h) + G-1. ((((*h) 

Une confrontation avec le résultat du paragraphe précédent fournit alors  : 


 G-1. Hess(h) + G-1. ((((*h) = (-1/(). {A((u) – [P]} 


Nous avons vu ci-dessus que l’annulation du cube de Christoffel devait résulter en : 


 G. {[P] - A((u)} = [0]


Il en découle que, dans les circonstances précisées au § 3.2.4., lorsque le cube de Christoffel s’annule, la  Hessienne de la fonction h(x) s’annule aussi. 


5.2.4. Considérations plus générales : 


Dans d’autres parties de nos investigations théoriques nous avons pu démontré que les matrices triviales permettent de définir des fonctions de dilatation et que ces dernières pouvaient parfois définir des dérivations intérieures sur l’espace vectoriel de référence. Les matrices associées à une décomposition triviale d’un produit étendu peuvent donc, elles aussi, être des matrices associées à une forme particulière de dérivations. 


Il résulte de cette constatation formelle et théorique que la différence entre une matrice représentant la dérivée d’une forme de Pfaff (par la procédure simplifiée) et la matrice associée à une décomposition triviale d’un produit étendu mesure une différence matricielle entre deux procédés de dérivation. Cette différence peut éventuellement avoir un intérêt pratique si elle permet de comparer deux comportements distincts mais similaires d’un même processus physique. C’est ce que signifie, profondément la relation (23) ci-dessus quand ( = 1. 


La matrice [P], résultat principal d’une décomposition optimale du produit étendu ⌂(▼A) (u, dx), quand celui-ci permet de définir un ensemble de dérivations intérieures sur l’espace vectoriel de référence, est, essentiellement, la mesure de la différence entre deux dérivations. 


5.2.5. Autre exemple d’application au sein de la théorie (E) : 


Une confrontation directe avec la recherche des circonstances pour lesquelles ce tableau associé à la dérivée d’une forme de Pfaff serait la matrice triviale de décomposition d’un produit étendu construit par exemple sur un des cubes (anti-symétriques) obtenu à partir du tenseur de courbure de Riemann - Christoffel est rendue plus aisée grâce à cette procédure et consiste à écrire : 


(12)


( ? u ( (EN, K) | (▼R), (((u) = G-1. T2(°)((*, B) 


Cette procédure simplifiée, dans notre esprit, consiste à comparer la matrice associée avec une dérivation intérieure sur (EN, K), soit R((u), et un tableau associé avec une dérivée d’une forme de Pfaff. 


Notons que nous étions parvenus à la fin du document C-2.pdf (page 16/18 ; relation 42) à une relation mathématiquement formellement identique à la relation (12) ci-dessus. L’approche que nous venons de mener permet donc de donner une signification mathématique formelle plus profonde au raisonnement entrepris dans C-2.pdf. 


6. Décompositions des produits étendus et tenseur de courbure de Cartan. 


De manière inattendue, notre approche permet d’introduire une extension du tenseur de courbure de Cartan. 


6.1. Dérivées intérieures sur l’algèbre de Lie non nécessairement associative  = 
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(E4, K, ⌂(▼A)) 

Nous supposons définie et nous décidons de la noter maintenant et par la suite (pour alléger un peu l’écriture et permettre un raccordement plus aisé au cours de référence) :  = 

[image: image3.wmf]l


(E4, K, ⌂(▼A)) une algèbre de Lie définie sur l’espace vectoriel (E4, K) doté du produit étendu ⌂(▼A). Nous avons eu l’occasion de démontrer que ceci est possible sur un corps K commutatif de caractéristique différente de 2 lorsque les indices bas du cube A satisfont à une propriété d’antisymétrie (ce qui n’est pas le cas du cube de Christoffel).  


6.1.1. Définition : 


Nous décidons de définir l’application suivante :  


(D-3)


(u :  (  | u (  donné, ( w (  ( (u(w) = ⌂(▼A) (u, w) 


6.1.2. Proposition : 


Toute application (u définie comme ci-avant par (D-3) est une dérivation interne (ou intérieure) sur . 


6.1.3. Démonstration : 


6.1.3.1. Application interne.  


Toute application (u est interne sur . Par définition. 


6.1.3.2. Application linéaire.  


Toute application (u est linéaire sur . En effet, le vecteur u étant donné : 


a) ( w ( , ( ( ( K, (. w (  parce que  est bâtie sur l’espace vectoriel (E4, K)


b) ( u (  donné, (u : (. w ( (u ((. w) = ⌂(▼A) (u, (. w) à cause de la definition (D-3)

c) ( u (  donné, ( w ( , ( ( ( K, ⌂(▼A) (u, (. w) = A(((. u(. (. w(. e( à cause de la definition (D-1)

d) ( u (  donné, ( w ( , ( ( ( K, A(((. u(. (. w(. e( = (. A(((. u(. w(. e( = (. ⌂(▼A)(u, w) = (. (u(w) parce que nous avons retenu l’hypothèse que (E4, K, ⌂(▼A)) pouvait être doté d’une structure d’algèbre de Lie (K est un corps commutatif ; il est donc muni de la distributivité à droite et à gauche pour l’addition et la multiplication définies sur lui). 


6.1.3.3. Relation caractéristique. 


Toute application (u satisfait à la relation : 


( u (  donné, ( w1 ( , ( w2 ( , (u(⌂(▼A)(w1, w2)) = ⌂(▼A)((u(w1), w2) + ⌂(▼A)(w1, (u(w2)) 

qui est bien la relation équivalente, sur , à la relation donnée dans le cours de référence. En utilisant la définition (D-3), il suffit de valider la relation : 


 ⌂(▼A)(u, ⌂(▼A)(w1, w2)) = ⌂(▼A)(⌂(▼A)(u, w1), w2) + ⌂(▼A)(w1, ⌂(▼A)(u, w2)) 


Comme  est une algèbre de Lie, la relation de Jacobi y est automatiquement satisfaite ; celle-ci s’écrit : 


 ( u, v, w ( (E4, K), ⌂(▼A)(u, ⌂(▼A) (v, w)) = ⌂(▼A)(⌂(▼A)(u, v), w) + ⌂(▼A)(v, ⌂(▼A)(u, w)) 

Il n’y a aucune difficulté à constater l’identité exacte entre l’identité de Jacobi et la relation devant être satisfaite par l’application (u pour que cette dernière puisse être considérée comme une dérivation de . Nous en déduisons donc que : 


 ( u (  donné, (u ( Der() 


6.1.3.4. Conclusion : 


La manière même dont nous avons choisi de définir les applications (u font de celles-ci des dérivations intérieures de . Nous venons donc incidemment de démontrer notre proposition : 


 ( u (  donné, (u ( Int() ( Der() 


C’est un résultat relativement remarquable de la théorie (E). Il dit que, sous certaines conditions [(E4, K) doit être une algèbre de Lie ou, ce qui revient au même, le produit étendu doit jouer le même rôle qu’un crochet de Lie sur (E4, K)], tout produit étendu peut être interprété comme l’image dans cette algèbre d’un élément de cette algèbre par une dérivation intérieure. 


6.2. Structure algébrique des dérivations intérieures de  . 


6.2.1. Existence de crochets de Lie sur Int(). 


Le cours auquel nous faisons intensément référence suggère que Der() peut être doté d’une structure d’algèbre de Lie pour les crochets : 


(D-4)


[
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où le symbole ( représente la composition des applications de Int(). Il n’y a pas de difficulté majeure à composer les applications de Int(). En effet, considérons deux éléments de Int() définis grâce à (D-3) par : 


 (  : u1 (  donné, ( w (  ( 
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(w) = ⌂(▼A) (u1, w)

 (  : u2 (  donné, ( w (  ( 
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 (w) = ⌂(▼A) (u2, w)

Il est possible d’écrire : 


 ( w (  ( 
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(⌂(▼A) (u1, w)) = ⌂(▼A) (u2, ⌂(▼A) (u1, w)) 


 ( w (  ( 

[image: image16.wmf]2


d


u


(w) ( 

[image: image17.wmf]d


1


u


(

[image: image18.wmf]2


d


u


(w)) = 

[image: image19.wmf]d


1


u


(⌂(▼A) (u2, w)) = ⌂(▼A) (u1, ⌂(▼A) (u2, w)) 

Nous pouvons donc effectivement définir un crochet de Lie (peut-être au signe près) par : 


 ( w (  ( [
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(w)) = ⌂(▼A) (u2, ⌂(▼A) (u1, w)) - ⌂(▼A) (u1, ⌂(▼A) (u2, w)) 

Comme 
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 sont des dérivations internes de , nous avons vu que l’identité de Jacobi est satisfaite. Ceci se répercute immédiatement sur la définition des crochets de Lie du type ci-dessus. En effet l’identité de Jacobi fournit : 


( u, v, w ( (E4, K), ⌂(▼A)(u, ⌂(▼A) (v, w)) = ⌂(▼A)(⌂(▼A)(u, v), w) + ⌂(▼A)(v, ⌂(▼A)(u, w)) 


 ( u, v, w ( (E4, K), ⌂(▼A)(u, ⌂(▼A) (v, w)) - ⌂(▼A)(v, ⌂(▼A)(u, w)) = ⌂(▼A)(⌂(▼A)(u, v), w) 

soit, en posant simplement u = u2 et v = u1 : 


 ⌂(▼A)(u2, ⌂(▼A) (u1, w)) - ⌂(▼A)(u1, ⌂(▼A)(u2, w)) = ⌂(▼A)(⌂(▼A)(u1, u2), w) 


Il en résulte : 


 ( w (  ( [
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(w)) = ⌂(▼A)(⌂(▼A)(u1, u2), w) 


En observant bien cette relation et la définition (D-3), il vient : 


 ( w (  ( [
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Ceci démontre que la définition (D-4) : 


a) est recevable et 


b) correspond en réalité en réalité à une opération interne sur Int(). Le crochet de Lie dont l’existence est suggérée de manière générale dans le cours de référence existe au sein de notre théorie. Il est ici une dérivation interne de  « bâtie » sur le produit étendu ⌂(▼A)(u1, u2). 


6.2.2. Vérification des propriétés d’un crochet de Lie. 


6.2.2.1. L’anti-symétrie : 


Le crochet [
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] obtenu en inversant l’ordre des vecteurs u1 et u2 est bâti sur le produit étendu ⌂(▼A)(u2, u1). Puisque sur , le produit étendu est lui-même une sorte de crochet de Lie, le fait d’inverser l’ordre des vecteurs u1 et u2 change son signe ; i.e.  : ⌂(▼A)(u1, u2) + ⌂(▼A)(u2, u1) = 0. Le crochet [
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] est donc en réalité bâti sur - ⌂(▼A)(u1, u2). Il est tel que : 


 ( w (  ( [
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A cause de la linéarité des dérivations internes sur ceci se traduit par : 


 ( w (  ( [
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](w) = - ⌂(▼A)(⌂(▼A)(u1, u2), w) = - [
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Nous vérifions de la sorte l’anti-symétrie du crochet défini par (D-4). 


6.2.2.2. La nullité du « carré » : 


La seconde propriété caractérisant un crochet de Lie découle immédiatement du fait que : 


a) Ou bien nous remarquons que, sur , le produit étendu est un crochet de Lie. Il satisfait donc obligatoirement à ⌂(▼A)(u1, u1) = 0. Il en résulte que: 


 ( w (  ( [
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](w) = ⌂(▼A)(⌂(▼A)(u1, u1), w) = ⌂(▼A)(0, w) = 0 

b) Ou bien nous constatons simplement que, par construction du crochet défini par (D-4) : 


[
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6.2.2.3. Identité de Jacobi : 


L’identité de Jacobi prend ici une forme particulière qui peut être déduite de sa forme générale. En fait il n’est pas difficile de comprendre que (Int(), () « hérite » de l’identité de Jacobi déjà valable sur . 


En conclusion, les crochets définis par (D-4) sont des crochets de Lie pour Int(). 


(

6.2.3. Structure de Int() ; indications. 


Si donc nous pouvons prouver que Int() est un espace vectoriel, alors nous aurons aussi prouver que Int() est une algèbre de Lie. La manière dont nous avons construit et défini, par (D-3), tout élément de Int() montre clairement que l’application ( qui associe à un élément u de  un élément (u de Int() est surjective. Nous pouvons donc présumer du fait que Int() « hérite » de la structure d’espace vectoriel de l’algèbre . Il faut pour cela définir deux opérations courantes sur Int() : l’addition et le produit externe à gauche par un élément de K. 


a) Addition : ( u1 ( , ( u2 ( , 
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b) Produit externe à gauche par un élément de K : ( k ( K, ( u ( , k. (u = (k. u 


6.3. Espace différentiel :


6.3.1. Suggestion de l’existence d’une notion de différentielle. 


Il faut remarquer ici une chose importante. La répétition d’une même dérivation interne sur  : 


 ( w (  ( 
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 (⌂(▼A) (u1, w)) = ⌂(▼A) (u1, ⌂(▼A) (u1, w)) 


n’entraîne pas nécessairement la nullité du résultat ainsi obtenu, … sauf si le produit étendu est associatif ; c’est-à-dire sauf si  est une algèbre associative. En effet, dans ce cas : 


 ( w (  


( 
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 (⌂(▼A) (u1, w)) = ⌂(▼A) (u1, ⌂(▼A) (u1, w)) = ⌂(▼A)(⌂(▼A)(u1, u1), w) = ⌂(▼A)(0, w) = 0

Par conséquent nous venons de démontrer que la réduction de l’ensemble des dérivations internes définies sur  à la partie de  où le produit étendu est associatif fait de chacune de ces dérivations internes une application qui satisfait en fait à : 
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Chacune de ces dérivations internes est alors une différentielle. 


6.3.2. Tableau explicatif : 


De manière à ce que les lecteurs de ces pages gardent l’esprit clair sur toute la construction logique qui y est analysée, nous proposons le schéma explicatif suivant. Il permet de faire le point sur ce qui vient d’être dit ou démontré.


 (E4, K) est un espace vectoriel de dimension 4 sur le corps K 


 + 


 définition d’un produit étendu ⌂(▼A) (D-1)


		Si ⌂(▼A) est associatif 

		Si ⌂(▼A) défini un crochet de Lie sur (E4, K)



		(

		(



		(E4, K, ⌂(▼A)) est un anneau non nécessairement abélien sans 1. 

		(E4, K, ⌂(▼A)) est une algèbre de Lie notée  = 
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(E4, K, ⌂(▼A)) non nécessairement associative et sans 1. 



		

		(



		

		Si de plus ⌂(▼A) est associatif



		

		(



		

		  est une algèbre associative bâtie sur un anneau non nécessairement abélien et sans 1. 





Figure n°2 


6.4. Lien présumé avec le tenseur de courbure de Cartan : 


La relation obtenue à la fin du § 6.2.1. peut encore s’écrire : 


 ( w (  ( 
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 (w) = 0 = [0]. w 


qui, si les dérivations internes que nous avons défini sur  étaient des dérivées co-variantes externes à la E. Cartan, correspondrait en fait à une situation pour laquelle le tenseur de courbure (2, 2) de E. Cartan serait nul [04]. 


Ce fait suggère fortement l’idée que la forme précise prise par l’équivalent du tenseur de courbure de E. Cartan dans notre théorie est fortement liée à la trivialité ou à la non trivialité de la décomposition des produits étendus considérés. C’est un point que nous allons développer en détail par la suite. Dans un premier temps nous nous attacherons donc à préciser les conditions, moins restrictives, permettant de définir des dérivations intérieures sur un espaces vectoriel (et non pas obligatoirement sur une algèbre de Lie). Dans un second temps nous montrerons en quoi l’associativité et les décompositions triviales sont indispensables à pouvoir retrouver une cohérence entre l’approche de Cartan et celle de Einstein. Enfin nous généraliserons ces résultats aux décompositions optimales quelconques et nous exprimerons ce que vaut alors l’équivalent du tenseur de courbure défini grâce à la notion de dérivée co-variante dans la théorie de E. Cartan. 


6.5. Résultats principaux des décompositions du produit étendu ⌂(▼A)(u, dx) sur les algèbres de Lie . 


Le résultat obtenu pour le cas où le cube A permet de définir une algèbre de Lie sur (E4, K, ⌂(▼A)), i.e. l’équivalent du tenseur (2, 2) de courbure introduit par E. Cartan à l’aide de la notion de dérivée externe (ou co-variante) est nul, suggère l’idée d’un lien entre cette structure algébrique et la nullité du tenseur en question. Autrement dit, il pousse à dire que toutes les algèbres de Lie bâties sur (E4, K, ⌂(▼A)) ont une courbure de Cartan nulle. Cet état des lieux ne coïncide pas nécessairement et de prime abord avec les résultats de la théorie relativiste, ne serait-ce que parce que le cube de Christoffel lui-même ne peut pas servir à définir une telle algèbre ; en effet : ses indices bas ne sont pas dotés de la nécessaire propriété de symétrie. 


Nous avons eu l’occasion de vérifier que le cube A intervenant dans notre théorie ne doit pas obligatoirement, et même ne peut pas, coincider avec le cube de Christoffel (§ 3.2.4.3.) ; par suite, la courbure de Cartan définie ci-avant ne concerne pas l’univers relativiste de A. Einstein. Par contre il existe un ensemble de cubes reliés au cube de Christoffel par la relation § 3.2.4.4.(10) qui permettent d’exprimer une sorte de développement de la composante gravitationnelle contenue dans la loi de Lorentz Einstein (§ 3.2.4.4.(11)). Rien ne dit à priori si ces cubes doivent ou non être dotés de la même propriété de symétrie que le cube de Christoffel. 


En restreignant le choix du cube A impliqué dans la discussion à l’ensemble défini par la relation § 3.2.4.4.(10), (A(((. (( = (((() les décompositions (pas nécessairement optimales) du produit étendu ⌂(▼A)(u, dx) sont caractérisées par des résultats principaux ayant le formalisme général (partir de la relation (18) § 5.1.5.) : 


 (( g((. p(( - A(( (. u( g(( = - (. ( (( (. ((h(w) 


 ( 


 (( g((. p(( - A(( (. u( g(( = - (. A(((. (( . ((h(w) 


Si, comme nous en avons besoin pour définir une algèbre de Lie à partir du cube A retenu, ce dernier a des indices bas munis de la propriété d’anti-symétrie, alors : 


(

(( g((. p(( - (( A(( (. u( g(( = (. A(((. (( . ((h(w)


Pour le cas particulier où : 


 A((( = A( 


Il est possible de parvenir à : 


(

 (( g((. p(( = (A(( (. u( g(() + (. A(. (( . (*(h(w) 


(

 (( g((. p(( = (A(( (. u( g(() + (. A((. (( . (*(h(w) 


Si la matrice de passage [] est symétrique, nous obtenons une formulation matricielle : 


(

 (( g((. p(( = (A(( (. u( g(() + (. (( . A((. (*(h(w) 


 G. [P] = G. A((u) + (. {[]. A(((*(h(w))}t 

Pour le cas où la matrice de passage se confond avec le tenseur métrique (qui est nécessairement symétrique) : 


 G = [] 


Cette formulation devient : 


 G. [P] = G. A((u) + (. {A(((*(h(w))}t. G 


Enfin si ce tenseur est inversible : 


 [P] = A((u) + (. G-1. {A(((*(h(w))}t. G 


7. Annexes. 


A. Définitions utiles : 


1. Produit étendu : 


Soit un espace vectoriel E4 de dimension N = 4 bâti sur un corps K. Sur cet espace vectoriel nous décidons de définir le produit dit « étendu », noté génériquement ⌂(▼A) , comme étant l’application de E4 x E4 dans E4 qui à chaque couple de vecteurs u et w pris dans cet ordre fait correspondre relativement au cube A de K444 le vecteur de E4 défini par : 


⌂(▼A) : ( (u, w) ( E4 x E4 ( ⌂(▼A) (u, w) = A(((. u(. w(. e( 


2. La Loi de Lorentz Einstein : 


En physique classique, la loi dite de Lorentz précise la force exercée sur une particule de charge q en mouvement à la vitesse propre u dans un champ électromagnétique (EM) représenté par le couple de vecteurs ordinaires (E, B) : du/ds = q. (E + u ( B). L’ensemble de la physique classique se déroule dans un contexte géométrique tridimensionnel euclidien. Suite, en particulier aux travaux de Lichnerowicz, il a été possible de trouver une formulation généralisée de cette loi dans un contexte quadri dimensionnel : du/ds = [F]. u où [F] est la représentation dans M4(K = R, corps des nombres réels) du tenseur champ EM. La Loi de Lorentz Einstein (LLE) est la généralisation de cette dernière formulation à un contexte intégrant la présence d’un champ de gravitation conformément aux prescriptions de la théorie relativiste généralisée développés par A. Einstein : Du/ds = [F]. u où Du/ds représente la dérivée totale de la vitesse propre u ; c’est-à-dire : du/ds  + ⌂▼( (u, u).  


3. Dérivations intérieures :  


Il peut être immédiatement remarqué ici l’intérêt d’avoir démontré que certaines des applications : 


⌂(▼A) (u) : ( w ( E4 ( ⌂(▼A) (u, w)

pouvaient être interprétées comme des dérivations internes sur E4. En effet, quand tel est le cas, Du/ds est la somme de deux dérivations intérieures. 
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2. Scalar associated with a split and local energy.  
Because I intuitively believe that a particular split must be related to the local energetic situation, I introduce the 
other original idea that the scalar S could be strongly connected to the Laplacian of a function h: (E4, K) → K 
itself strongly related to the local potential of gravitation. That is why I also propose to look for the validity of 
situations where S = ∆h(x). The exploration of this idea has been done extensively in etf31v4.pdf in French 
language. I propose here a very short translation of this work.  

 2.1. Proposition:   
There exists a priori one C² function h: (E4, K) → K and one scalar T built with a primordial part of the 
Laplacian of h so that one can find a relatively simple relation like T[f(h)] = S. In extenso: T is a function of h.  

2.1.1. Demonstration:  
A) Let us consider the Hessian of this function of which we presuppose the existence. And let us built the scalar:  
 

T = < dx |. Hess(h(x)) | dx > 
 
or in extenso :  
 

T = ∑µ ∑ν [∂µν²h(x) - Γ µν 
λ. ∂λh(x)]. dxµ. dxν. 

 
A Taylor – Mac Laurin development until the first order of the ordinary derivation of the first partial derivates of 
the function h in a (… , xλ, …) coordinates system yields:  
 

∀ µ = 0, 1, 2, 3 : d(∂µh(x)) = ∑ν ∂²µνh(x). dxν + 0(3). 
 
It follows:  
 

∑µ d(∂µh(x)). dxµ = ∑µ ∑ν ∂²µνh(x). dxν. dxµ + 0(3) 
 
and, consequently:  
 

 ∑µ ∑ν ∂²µνh(x). dxν. dxµ = {T + ∑µ ∑ν Γ µν 
λ. ∂λh(x). dxµ. dxν} = ∑µ d(∂µh(x)). dxµ - 0(3)  

 
So that:  
 

 T = ∑µ d(∂µh(x)). dxµ - ∑µ ∑ν Γ µν 
λ. ∂λh(x). dxµ. dxν - 0(3)  

 
B) Let us now calculate explicitly S. In a first step and for future purposes, let us introduce a normalized 4-speed 
vector J = u/c of which the norm is automatically contained in the interval [0, 1] since c ≥ |u|.  
 

 S/c³ = J. {⌂▼Γ (J, J) – (1/c²). F. J + (1/c²). dJ/ds}  
 
Since one can always write: J = dx/ds, it follows a particular representation of S:  
 

 ds. S/c = dx. {(c²/ds). ⌂▼Γ (J, dx) – F. dx + dJ}  
 
Let us now make the calculation explicitly:  
 

 ds. S/c = ∑β ∑γ ∑ε ((c²/ds). ∑α Γ αγ ε. Jα. gβε - gγε. Fεβ). dxβ. dxγ + ∑β ∑γ gβγ. dxβ. dJγ  
 
The scalars T and ds. S/c are “comparable” if we find realistic circumstances for which the three following 
relations hold simultaneously:  
 

 T = ds. S/c  
 

 T2(°)(∇*, ∇*h(x)). J ≈ G. dJ/ds  
 

 - […∑µ Γ µν 
λ. ∂λh(x)…] = G. {(c²/ds). ΓΦ(J) – F}  
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2.2. Discussion.  

2.2.1. Remark  
Two quadratic equations can be compared if there exists a common scalar of proportionality between their terms 
of different power. For the simplicity and because they are a lot of other parameters to adjust the relations, we 
have make the choice of a factor 1. If s is an affine parameter as it is within the GTR, for example s = c. t + s0 (a 
kind of curvilinear coordinate), we get T = S. dt. So we have found a scalar T proportional to S and this scalar is 
built, per definition, with an important part of the Laplacian of the function h, namely with its Hessian.        

2.2.2. Remark  
The second relation is quite more difficult to understand. If we make the assumption that it is a veiled 
formulation of the relation p = [M]. J = constant where [M] is an element of M4(K) related to the masses, then 
we get: d[M]/ds. J + [M]. dJ/ds = 0. An identification can be proposed:  
 

T2(°)(∇*, ∇*h(x)) = k. d[M]/ds  
 

- G = k. [M]  
 
Does it make sense? Let us for example consider the second relation of coherence. It implicitly propose a link 
between the metric tensor (its representation in M4(K)) and the matrix related to the masses. Let us multiply it by 
c² and accept roughly the idea that c² [M] must be connected with the energy-momentum tensor [T]: - c². G ≈ k. 
[T]. At the end, let us consider circumstances for which [T] ≈ [Ricci]. We get –c². G ≈ [Ricci]. These 
circumstances exist in the literature [01] and are described under the label: “Einstein’s metrics”. Even if it is not 
really a demonstration, it is an indication concerning the realism of the proposed identification.  
 
Note that if the proposed relations are valid, then we can write:  
 

 d[G]/dt = - c. T2(°)(∇*, ∇*h(x))  
 
Circumstances for which:  
 

 c. T2(°)(∇*, ∇*h(x)) = [Ricci]  
 
are those for which we get (if s is an affine parameter):  
 

 d[G]/dt = - [Ricci]  
 
The trace of this relation should yield a relation very close to the equation of the Ricci flow [01].  

Remark 2.2.3.  
The third relation of coherence connects EM fields and variations of the metric.  
 
3. Commentaries   

3.1. Where could the scalar S comes from?  
The procedure might sounds a little bit crazy or at least strange. In a first and too rapid critic, one would reject it 
because it is supposing that the Lorenz Einstein Law (LEL) could be not exactly true or that the motion of a first 
and given particle could be under the influence of something else modifying the LEL.  
 
But this first reaction would forget at least two things:  
1) One can imagine the existence in vacuum (the cosmological one; not the quantum approach of this notion) of 

a see of waves (with a average volumetric density of energy equivalent to 10 – 29 kg/cubic meter) and 
correlatively: of a function describing the local distribution of the energy. (In a similar way that has been 
used to describe semi-conductor with the Boltzman’s equality). 

2) The quantum approach admits the spontaneous birth of particles. It is not forbidden to believe that the 
behavior of each of these particles is also represented by a LEL. Their existence is a natural explanation for a 
perturbation of the LEL describing a first and given particle moving in vacuum.  

We thus have at least two good reasons to accept the eventuality for S (the scalar associated to a representation 
of the LEL) not to vanish. And so, two physical motivations to introduce S.  
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3.2. Another important hypothesis:  
The other non explained hypothesis that was make is the following. I decided to correlate the non vanishing S to 
the non vanishing of a Hessian; and conversely. (At the beginning of my quest, I must give it, I thought it was 
possible to connect S with the Laplacian of the potential of gravitation. It would have been a great result of my 
approach if it would have work in that way; but it didn't!).  

3.3. The three relations:  
This investigation finally results in 3 relations. The first one tells us a comfortable story: the more the duration 
(dt) is long, the more (Toutes choses étant égales par ailleurs) S vanish. That is: the more the LEL of the first 
particle under consideration becomes true again after having been perturbed by any phenomenon.  
 
I leave the second relation for the end because it receives a clear explanation via the third one. The second 
relation, if interpreted as a special formulation of the relation: 4-momentum (mass by speed) is invariant, tells us 
the circumstances for which this approach makes sense and yields the masses (energies) for these 
circumstances... .  
 
The third relation has the advantage to explain what the h function is or probably could be (wave function of the 
particle).  

3.4. Comparison with the Boltzman’s equality:   
Suppose there exists a function f(r, k, t) describing the distribution of the different states (energy); suppose it 
depends on the waves vectors k, on r and on the time t. An ordinary derivate along the time of this function 
yields:  

df/dt = ∇x*f. (dr/dt) + ∇k*f. (dk/dt) + (∂f/∂t) 

 where the symbol ∇w*f is the gradient of f by respect for the vector w (here w is successively the position 
vector r and the wave vector k).  

 Since we know that:  

Quantum mechanic: p = (h/2π). k → the force F = dp/dt = (h/2π). dk/dt 

ds = c. dt ; c: speed of light in vacuum. 

4D speed vector of the wave: u = dr/ds 

W: energy; ∇k*f = (∂f/∂W). ∇k*W = (∂f/∂W). (h/2π). (dr/dt) = (∂f/∂W). (h. c/2π). u 

 We get:  

df/dt = c. ∇x*f. u + c. (∂f/∂W). u. F + (∂f/∂t) 

 This expression contains three parts; each of them is corresponding to a precise explanation:  

1)       ∇x*f. u is corresponding to a diffusion;  

2)       (∂f/∂W). u. F is corresponding to the influence of extern fields and  

3)       (∂f/∂t) could correspond here to the interaction between different waves.  

In the reference [02; Pages 522-525] is speaking about electrons and it has been made the hypothesis that df = 0. 
The (∂f/∂t) term is correlated to a probability (to go from a state characterized by k* to a state characterized by 
k). The circumstances described in this book are given by:  
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c. ∇x*f. u + c. (∂f/∂W). u. F + (∂f/∂t) = 0 (Boltzman’s equality) 

3.5 What does it mean?  
Let us suppose that F = [F]. u + δf, that is let us suppose that the extern influence on a wave is due to an EM 
field ([F]. u) and to something else (δf). Theoretically, this should result in: Du/ds = du/ds + gravitational term = 
F = [F]. u + δf. Note that what is called the LEL in the literature only is corresponding to the case where δf = 0. 
Coming back to the scalar S that I try to introduce in the discussion:  

c. ∇x*f. u + c. (∂f/∂W). u. [F]. u - c. (∂f/∂W). u. [F]. u + c. (∂f/∂W). u. F + (∂f/∂t) = 0 

c. ∇x*f. u + c. (∂f/∂W). u. [F]. u + c. (∂f/∂W). u. δf + (∂f/∂t) = 0 

c. ∇x*f. u + c. (∂f/∂W). u. [F]. u + c. (∂f/∂W). S + (∂f/∂t) = 0 

∇x*W. u + u. [F]. u + S + (1/c). (∂W/∂t) = 0 

Obviously, S owns the units of a power. If the idea to correlate this scalar S with a Hessian makes sense (as 
developed above), then we get the first relation of coherence:  

T = dr. Hess(h). dr = S. dt. 

The scalar T that can be now understood as a kind of projection of the Hessian of h has consequently the units of 
an energy. We thus discover a posteriori that the scenario proposed above is connecting a certain modification of 
the Euclidian curvature (given by the Hessian) with the apparition of a certain amount of energy. With other 
words, I am making the “toy” hypothesis that temporary modifications of the energetic state (for example in 
vacuum), respecting the Heisenberg’s principle of uncertainty, can be due to the birth of particles and correspond 
to a perturbation in the evolution of the local curvature.  

The domain of validity of my toy model is given by the second relation of coherence; namely, the metric must be 
Einstein and the masses associated with this toy scenario are the eigenvalues of the matrix of the masses which is 
proportional to the representation of the metric tensor. Example given: at the Minkowskian limit, we get only 
two values (+ 1, - 1) corresponding a priori to a particle and its anti-particle (+ m, - m). 
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